
Logique et 
al
ulabilité - PC 9
Exer
i
e 1On asso
ie un type à 
haque terme du lambda-
al
ul. Les types sont les expres-sions 
loses d'un langage formé d'un ensemble in�ni de 
onstantes ρ0, ρ1, ρ2, ..., ρnet d'un symbole binaire →. Un 
ontexte de typage est un ensemble �ni de dé
-larations de la forme x : α où x est une variable et α un type. Un jugement detypage est un triplet formé d'un 
ontexte de typage Γ, d'un terme t et d'un type
α. Le jugement Γ ⊢ t : α exprime que le terme t a le type α dans le 
ontexte
Γ, par exemple le terme fun x → (f x x) a le type ρ0 → ρ0 dans le 
ontexte
{f : ρ0 → ρ0 → ρ0}. Les jugements dérivable sont indu
tivement dé�nis par lesrègles suivantes Si x : α est un élément de Γ

Γ ⊢ x : α

Γ ⊢ t : α → β Γ ⊢ u : α

Γ ⊢ (t u) : β

Γ, x : α ⊢ t : β

Γ ⊢ (fun x → t) : α → β1. Donner un terme de type ρ0 → ρ1 → ρ0 dans le 
ontexte vide. Et unterme de type ρ0 → ρ1 → ρ1.La logique propositionnelle minimale est le fragment de la logique des prédi-
ats formé des symboles de proposition P0, ..., Pn et l'impli
ation.2. Quelles sont les règles que l'on peut utiliser pour démontrer une propo-sition dans 
e fragment ? Donner une démonstration de la proposition P0 ⇒
P1 ⇒ P0. Et de la proposition P0 ⇒ P1 ⇒ P1.On 
onsidère une appli
ation φ qui asso
ie un type du lambda-
al
ul à
haque proposition de la logique propositionnelle minimale.

φPi = ρi

φ(A ⇒ B) = (φA) → (φB)3. Quelle est le type asso
ié à la proposition P0 ⇒ P1 ⇒ P0 ?4. Montrer qu'il existe une démonstration π du séquent A1, ..., Ap ⊢ B si etseulement si il existe un terme t de type φB dans le 
ontexte x1 : φA1, ..., xp :
φAp.5. Soit Γ le 
ontexte A, A ⇒ B, B ⇒ C, C ⇒ D. Quel est le terme



asso
ié à la démonstration
Γ, B ⊢ C ⇒ D

Γ, B ⊢ B ⇒ C Γ, B ⊢ B

Γ, B ⊢ C

Γ, B ⊢ D

Γ ⊢ B ⇒ D

Γ ⊢ A ⇒ B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B

Γ ⊢ D? Ce terme termine-t-il ? Quelle est sa forme irrédu
tible ? Quelle est ladémonstration asso
iée à 
ette forme irrédu
tible ?6. Quelle est la forme des démonstrations qui se traduisent sur un radi
al ?Quelle est la démonstration asso
iée au terme obtenu en réduisant 
e radi
al ?Exer
i
e 21. Soit A une proposition quel
onque, donner une démonstration (non né
es-sairement 
onstru
tive) dans le 
al
ul des séquents de la proposition
A ∨ ¬ADonner une démonstration 
onstru
tive de la proposition

¬¬(A ∨ ¬A)On asso
ie à 
haque proposition A de la logique des prédi
ats une proposition
|A| dé�nie par ré
urren
e sur la stru
ture de A de la manière suivante

• |P | = ¬¬P

• |⊤| = ¬¬⊤

• |⊥| = ¬¬⊥

• |A ∧ B| = ¬¬(|A| ∧ |B|)

• |A ∨ B| = ¬¬(|A| ∨ |B|)

• |A ⇒ B| = ¬¬(|A| ⇒ |B|)

• |¬A| = ¬¬¬|A|

• |∀x A| = ¬¬∀x |A|

• |∃x A| = ¬¬∃x |A|2. Quelle est la proposition |∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))| ?3. On asso
ie à 
haque proposition A de la logique des prédi
ats une propo-sition ||A|| similaire à |A| sauf que l'on enlève une négation à la ra
ine
• ||P || = ¬P



• ||⊤|| = ¬⊤

• ||⊥|| = ¬⊥

• ||A ∧ B|| = ¬(|A| ∧ |B|)

• ||A ∨ B|| = ¬(|A| ∨ |B|)

• ||A ⇒ B|| = ¬(|A| ⇒ |B|)

• ||¬A|| = ¬¬|A|

• ||∀x A|| = ¬∀x |A|

• ||∃x A|| = ¬∃x |A|Montrer que si le séquent Γ ⊢ ∆ a une démonstration dans le 
al
ul desséquents sans 
oupures (non né
essairement 
onstru
tive) alors le séquent |Γ|||∆|| ⊢a une démonstration sans 
oupures et 
onstru
tive.4. Montrer que si la proposition A a une démonstration (non né
essairement
onstru
tive) alors la proposition |A| a une démonstration 
onstru
tive.5. Montrer que la proposition A ⇔ |A| a une démonstration (non né
es-sairement 
onstru
tive). Montrer que si la proposition |A| a une démonstration
onstru
tive alors la proposition A a une démonstration (non né
essairement
onstru
tive).6. Donner une démonstration 
onstru
tive du séquent |P (0)|, |¬P (2)| ⊢
|∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))|.7. Donner une démonstration 
onstru
tive du séquent P (0),¬P (2) ⊢ ¬¬∃x (P (x)∧
¬P (S(x))).


