Logique et calculabilité - PC 8

Exercice 1

Montrer que si le séquent I' A & A’ est démontrable alors les séquents
'H(AANB)< (AAB), T+ (BANA) < (BANA), TH(AVB) & (A'VB),
' (BVA)< (BVA),TFA=B)s (A =B),TF(B=A4) < (B=4),
' (-A) & (RA), T F (Vz A) & (Vz AYet ' F (Fz A) & (Fz A') sont

démontrables.

Exercice 2

1. Montrer que si le séquent = A < A’ est démontrable alors le séquent
')A+ A est démontrable si et seulement si le séquent I', A’ = A est
démontrable et le séquent I' = A, A est démontrable si et seulement si le
séquent I' = A’, A est démontrable.

2. Montrer que, si x n’est pas une variable libre de B, les propositions
(WVx A)AB) & Vx (AANB), (BA(Vz A)) & Vz (BAA), (Fx A)AB) &
Jz (AAB), (BA 3z A)) & 3z (BANA), (Vx A)V B) & Vz (AV B),
(BV(Vz A)) ©Vz (BVA),((Fzx A)VB) < 3z (AVB), (BV(3z A)) &
dx (BVA), (Vx A)= B) e 3z (A= B), (B= (Vz A)) & Vz (B = A),
(3x A) = B) & Vx (A = B), (B = (3z A) & Jz (B = A)
(=(Vx A)) & Jz ~A et (—(3z A)) & Vo —A sont démontrables.

Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition prénexe
A’ telle que la proposition A & A’ soit démontrable.

)

Montrer que le séquent - A est démontrable si et seulement si le séquent,
F A’ est démontrable.

3. Montrer que la proposition A < ——A est démontrable. Montrer que
le séquent - A est démontrable si et seulement si le séquent —A F est
démontrable.

Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition prénexe
A’ telle que le séquent A’ I soit démontrable si et seulement si le séquent
F A est démontrable.

4. Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition universelle
A’ telle que le séquent A’ F soit démontrable si et seulement si le séquent
F A est démontrable. Indice : utiliser le théoréme de Skolem.



Exercice 3

1. Montrer que les propositions (A = B) & (-mAVB), (-T) < L, (-1) & T,
(=(AAB)) & (A)V (=B)), (=(AV B)) & (A A (=B)) et (-~4) = A

sont démontrables.

Montrer que, pour toute proposition sans quantificateurs A, il existe une
proposition A’ sans quantificateurs, qui ne contient pas le symbole = et
dans laquelle la négation n’est appliquée qu’a des propositions atomiques,
telle que la proposition A < A’ soit démontrable.

2. Montrer que les propositions ((AAB)AC) < (AN(BAC)), (AVB)VC) &
(Av(Bv (), (A (B/\C))(:)(A\/B) (Av(), (ANB)V () &
(AVCYA(BVC), (TVA) & T,(AVT) & T,(LVA) & Aet (AVL) <= A
sont, démontables.

Montrer que, pour toute proposition sans quantificateurs A, il existe une
proposition normale conjonctive A’, telle que la proposition A < A’ soit
démontrable.

3. Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition universelle
A’ de la forme Vx1...Vx,, C on C est une proposition normale conjonctive
telle que le séquent A’ I soit démontrable si et seulement si le séquent - A
est démontrable.

Montrer que la proposition (Vz (A A B)) < (Vo A) A (Vz B)) est dé-
montrable. Monter que le séquent I') A A B - A est démontrable si et
seulement si le séquent I'; A, B+ A est démontrable.

Montrer que si la proposition C' a la forme D; A ... A D, alors le séquent
F A est démontrable si et seulement si le séquent VD, ...,VDP F est dé-
montrable ot la proposition VD est obtenue en quantifiant universellement
toutes les variables libres de D.

Exercice 4 (Le théoréme de Herbrand)

Soit A une proposition prénexe close de la forme Qqx1...Q,,x, C. On appelle in-
stance close de A, une proposition close de la forme oC ol o est une substitution
de domaine 1, ..., T,.

Soient Ay, ..., A, des propositions universelles closes et ' et A des multi-
ensembles de propositions closes sans quantificateurs. Montrer que si le langage
contient au moins une constante, alors le séquent I', Ay, ..., A, F A est démon-
trable dans le calcul des séquents sans coupures si et seulement si il existe des
instances closes A}, ..., AP de A, ..., AL, ..., AP» de A, telles que le séquent
sans quantificateur T', A}, ..., AP .. AL . APn - A soit démontrable dans le
calcul des séquents sans coupures.

Soient Ay, ..., A,, des propositions universelles closes. Montrer que si le lan-
gage contient au moins une constante, le séquent Ay, ..., A, F est démontrable



dans le calcul des séquents sans coupures si et seulement si il existe des in-
stances closes A1, ..., AT* de Ay, ..., AL, ..., AP» de A, telles que le séquent sans
quantificateurs A}, ..., AP ..., AL ..., AP» |- soit démontrable dans le calcul des
séquents sans coupures.

Exercice 5 (La résolution)

Une clause est un ensemble fini de propositions, dans lequel chaque proposition
est une proposition atomique ou la négation d'une proposition atomique.

Si C = {Aj,..., A, } est une clause, on écrit VC la proposition ¥y ... Va, (41 V
..V Ap) ot 21, ..., zp sont les variables libres de A4, ..., A, et Y@ = 1 par con-
vention.

Soit E' un ensemble de clauses, on considére I’ensemble de clauses G induc-
tivement défini par les trois régles suivantes

e si C appartient & F, alors C' appartient a G,
e C appartient & G, alors (t/x)C appartient a G,

e si Cy U{A} et C2 U{—A} appartiennent & G, alors Cy U Cy appartient &
G.

On écrit E ~» C pour exprimer que la clause C' appartient & I’ensemble G.

1. Soit E 'ensemble formé des quatre clauses
P(a,b)

P(b,c)
—|P((E, y)v _‘P(ya Z)a G(:E, Z)
-G(a,c)
Donner une dérivation de F ~» &.
2. Montrer que pour toute proposition A, il existe un ensemble de clauses
Ci,...,Cp tel que le séquent - A soit démontrable si et seulement si le

sequent YC1,...,YC, F est démontrable. Quel est 'ensemble de clauses
associé a la proposition suivante ?

(P(a,b) A P(b,c) AVavyvz ((P(,y) A P(y, 2)) = Glx,2)) = Gla,c)

3. On veut montrer que si C1, ...,C, ~ @, alors le séquent VC1, ..., VC), - est
démontrable. On montre plus généralement que si C1, ..., Cy, ~ D, alors
le séquent VC1, ...,VC), F VD est démontrable.

Montrer que si D = (t/x)C alors le séquent YC - VD est démontrable.

Montrer que si C; = C] U {A} et Cy = Cy U {—A} et D = C] U C3, alors
le séquent VC1,VCy F VD est démontrable.



Soit C1,...,Cy un ensemble de clauses, montrer que si C,...,C, ~ D,
alors le séquent VC', ...,VC, F VD est démontrable.

Montrer que si le séquent I' = 1 est démontrable, alors le séquent I' - 'est
aussi.

Montrer que si C1, ..., Cy, ~ @, alors le séquent YO, ..., YC,, F est démon-
trable.

. (_)n veut maintenant montrer la réciproque, c’est-a-dire que si le séquent
Vv(Cq,...,VC,  est démontrable, alors C1, ..., C), ~ O.

Soit E un ensemble de clauses et C' et D deux clauses. Montrer que si
E~ Cet EU{C}~ D alors E ~ D.

Soit D est une clause close, F = {C1,...,Cp} et E' = {C1,...,C}} deux
ensembles de clauses closes, tels que pour tout ¢, C est ou bien la clause
C; ou bien la clause C; U D et C une clause close. Montrer que si E ~» C
alors ou bien E' ~» C ou bien E' ~» CUD. Montrer que si E ~ @& alors ou
bien E’ ~» & ou bien E' ~» D. Montrer que si C et C’ sont deux clauses
closes et EU{C}~ @ et EU{C'} ~ @ alors E,(CUC") ~ @.

Soient C4,...,C, des clauses closes et Pi,..., P, des propositions atom-
iques closes. Montrer que si le séquent VC1,...,VC, F P, ..., P, est dé-
montrable, alors C4,...,Cy, =P, ..., 7P, ~ &. Montrer que si le séquent
YC,,...,YC, - est demontrable, alors C1, ..., Cy, ~ @.

Soient C1, ..., C, des clauses quelconques. Montrer que si le séquent VO, ..., VC,, F
est démontrable alors C1, ..., (), ~ @. Indice : utiliser le théoréme de Her-
brand.

Soient C1, ..., Cy, des clauses quelconques. Montrer que le séquent VC1, ..., VC,, -
est démontrable si et seulement si C4, ..., C,, ~ @.

. Les trois régles ci-dessus ne peuvent pas encore étre utilisées comme un
algorithme de recherche de démonstrations, car la deuxiéme demande de
choisir un terme dans un ensemble infini. On introduit donc un autre
ensemble de régles appelé régles de résolution.

Soit E' un ensemble de clauses, on considére ’ensemble de clauses G in-
ductivement défini par les deux régles suivantes

e si C appartient & F, alors C appartient a G,

o si CU{A,...,A,} et C"U{=By,...,2Bp,} sont deux clauses de G
dans lesquelles on a renommé les variables de maniére & ce qu’elles
ne partagent pas de variables, et ¢ est une solution principale du
probléme d’unification Ay = ... = A, = By = ... = B,, alors la
clause o(C U C”") appartient a G.

On écrit F < C pour exprimer que C appartient a ’ensemble G.

Soit E I’ensemble de clause de la question (1.) Donner une dérivation de
E— o



Soit E l'ensemble de clauses. Montrer que si £ — D alors E ~ D.
Montrer que si F — @& alors F ~ &.

Montrer que s’il existe un ensemble E’ contenant des clauses de la forme
oC ou C est une clause de F et o une substitution, tel que E' ~» D’ alors
il existe une clause D et une substitution 7 telle que E — D et D' = 7D.
Montrer que si E ~ @ alors F — @.

Soit E un ensemble de clauses. Montrer que E ~» & si et seulement si
E— .

Soit A une proposition et Ci,...,C, un ensemble de clauses tel que le
séquent - A soit démontrable si et seulement si le séquent VC1, ..., VC), -
est démontrable. Montrer que le séquent - A est démontrable si et seule-
ment si C1,...,C, — 2.



