
Logique et 
al
ulabilité - PC 8
Exer
i
e 1Montrer que si le séquent Γ ⊢ A ⇔ A′ est démontrable alors les séquents
Γ ⊢ (A ∧ B) ⇔ (A′ ∧ B), Γ ⊢ (B ∧ A) ⇔ (B ∧ A′), Γ ⊢ (A ∨ B) ⇔ (A′ ∨ B),
Γ ⊢ (B ∨A) ⇔ (B ∨A′), Γ ⊢ (A ⇒ B) ⇔ (A′ ⇒ B), Γ ⊢ (B ⇒ A) ⇔ (B ⇒ A′),
Γ ⊢ (¬A) ⇔ (¬A′), Γ ⊢ (∀x A) ⇔ (∀x A′) et Γ ⊢ (∃x A) ⇔ (∃x A′) sontdémontrables.Exer
i
e 21. Montrer que si le séquent ⊢ A ⇔ A′ est démontrable alors le séquent

Γ, A ⊢ ∆ est démontrable si et seulement si le séquent Γ, A′ ⊢ ∆ estdémontrable et le séquent Γ ⊢ A, ∆ est démontrable si et seulement si leséquent Γ ⊢ A′, ∆ est démontrable.2. Montrer que, si x n'est pas une variable libre de B, les propositions
((∀x A)∧B) ⇔ ∀x (A∧B), (B ∧ (∀x A)) ⇔ ∀x (B ∧A), ((∃x A)∧B) ⇔
∃x (A ∧ B), (B ∧ (∃x A)) ⇔ ∃x (B ∧ A), ((∀x A) ∨ B) ⇔ ∀x (A ∨ B),
(B ∨ (∀x A)) ⇔ ∀x (B ∨A), ((∃x A)∨B) ⇔ ∃x (A∨B), (B ∨ (∃x A)) ⇔
∃x (B∨A), ((∀x A) ⇒ B) ⇔ ∃x (A ⇒ B), (B ⇒ (∀x A)) ⇔ ∀x (B ⇒ A),
((∃x A) ⇒ B) ⇔ ∀x (A ⇒ B), (B ⇒ (∃x A)) ⇔ ∃x (B ⇒ A),
(¬(∀x A)) ⇔ ∃x ¬A et (¬(∃x A)) ⇔ ∀x ¬A sont démontrables.Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition prénexe
A′ telle que la proposition A ⇔ A′ soit démontrable.Montrer que le séquent ⊢ A est démontrable si et seulement si le séquent
⊢ A′ est démontrable.3. Montrer que la proposition A ⇔ ¬¬A est démontrable. Montrer quele séquent ⊢ A est démontrable si et seulement si le séquent ¬A ⊢ estdémontrable.Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition prénexe
A′ telle que le séquent A′ ⊢ soit démontrable si et seulement si le séquent
⊢ A est démontrable.4. Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition universelle
A′ telle que le séquent A′ ⊢ soit démontrable si et seulement si le séquent
⊢ A est démontrable. Indi
e : utiliser le théorème de Skolem.



Exer
i
e 31. Montrer que les propositions (A ⇒ B) ⇔ (¬A∨B), (¬⊤) ⇔ ⊥, (¬⊥) ⇔ ⊤,
(¬(A∧B)) ⇔ ((¬A)∨ (¬B)), (¬(A∨B)) ⇔ ((¬A)∧ (¬B)) et (¬¬A) ⇔ Asont démontrables.Montrer que, pour toute proposition sans quanti�
ateurs A, il existe uneproposition A′ sans quanti�
ateurs, qui ne 
ontient pas le symbole ⇒ etdans laquelle la négation n'est appliquée qu'à des propositions atomiques,telle que la proposition A ⇔ A′ soit démontrable.2. Montrer que les propositions ((A∧B)∧C) ⇔ (A∧(B∧C)), ((A∨B)∨C) ⇔
(A ∨ (B ∨ C)), (A ∨ (B ∧ C)) ⇔ (A ∨ B) ∧ (A ∨ C), ((A ∧ B) ∨ C) ⇔
(A∨C)∧(B∨C), (⊤∨A) ⇔ ⊤, (A∨⊤) ⇔ ⊤, (⊥∨A) ⇔ A et (A∨⊥) ⇔ Asont démontables.Montrer que, pour toute proposition sans quanti�
ateurs A, il existe uneproposition normale 
onjon
tive A′, telle que la proposition A ⇔ A′ soitdémontrable.3. Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition universelle
A′ de la forme ∀x1...∀xn C où C est une proposition normale 
onjon
tivetelle que le séquent A′ ⊢ soit démontrable si et seulement si le séquent ⊢ Aest démontrable.Montrer que la proposition (∀x (A ∧ B)) ⇔ ((∀x A) ∧ (∀x B)) est dé-montrable. Monter que le séquent Γ, A ∧ B ⊢ ∆ est démontrable si etseulement si le séquent Γ, A, B ⊢ ∆ est démontrable.Montrer que si la proposition C a la forme D1 ∧ ... ∧ Dp, alors le séquent
⊢ A est démontrable si et seulement si le séquent ∀D1, ...,∀Dp ⊢ est dé-montrable où la proposition ∀D est obtenue en quanti�ant universellementtoutes les variables libres de D.Exer
i
e 4 (Le théorème de Herbrand)Soit A une proposition prénexe 
lose de la forme Q1x1...Qnxn C. On appelle in-stan
e 
lose de A, une proposition 
lose de la forme σC où σ est une substitutionde domaine x1, ..., xn.Soient A1, ..., An des propositions universelles 
loses et Γ et ∆ des multi-ensembles de propositions 
loses sans quanti�
ateurs. Montrer que si le langage
ontient au moins une 
onstante, alors le séquent Γ, A1, ..., An ⊢ ∆ est démon-trable dans le 
al
ul des séquents sans 
oupures si et seulement si il existe desinstan
es 
loses A1

1
, ..., Ap1

1
de A1, ..., A1

n, ..., Apn

n de An, telles que le séquentsans quanti�
ateur Γ, A1

1
, ..., Ap1

1
, ...., A1

n, ..., Apn

n ⊢ ∆ soit démontrable dans le
al
ul des séquents sans 
oupures.Soient A1, ..., An des propositions universelles 
loses. Montrer que si le lan-gage 
ontient au moins une 
onstante, le séquent A1, ..., An ⊢ est démontrable



dans le 
al
ul des séquents sans 
oupures si et seulement si il existe des in-stan
es 
loses A1

1
, ..., Ap1

1
de A1, ..., A1

n, ..., Apn

n de An, telles que le séquent sansquanti�
ateurs A1

1
, ..., Ap1

1
, ...., A1

n, ..., Apn

n ⊢ soit démontrable dans le 
al
ul desséquents sans 
oupures.Exer
i
e 5 (La résolution)Une 
lause est un ensemble �ni de propositions, dans lequel 
haque propositionest une proposition atomique ou la négation d'une proposition atomique.Si C = {A1, ..., An} est une 
lause, on é
rit ∀C la proposition ∀x1 ... ∀xp (A1∨
... ∨ An) où x1, ..., xp sont les variables libres de A1, ..., An et ∀∅ = ⊥ par 
on-vention.Soit E un ensemble de 
lauses, on 
onsidère l'ensemble de 
lauses G indu
-tivement dé�ni par les trois règles suivantes

• si C appartient à E, alors C appartient à G,
• C appartient à G, alors (t/x)C appartient à G,
• si C1 ∪ {A} et C2 ∪ {¬A} appartiennent à G, alors C1 ∪ C2 appartient à

G.On é
rit E ; C pour exprimer que la 
lause C appartient à l'ensemble G.1. Soit E l'ensemble formé des quatre 
lauses
P (a, b)

P (b, c)

¬P (x, y),¬P (y, z), G(x, z)

¬G(a, c)Donner une dérivation de E ; ∅.2. Montrer que pour toute proposition A, il existe un ensemble de 
lauses
C1, ..., Cn tel que le séquent ⊢ A soit démontrable si et seulement si leséquent ∀C1, ...,∀Cn ⊢ est démontrable. Quel est l'ensemble de 
lausesasso
ié à la proposition suivante ?

(P (a, b) ∧ P (b, c) ∧ ∀x∀y∀z ((P (x, y) ∧ P (y, z)) ⇒ G(x, z))) ⇒ G(a, c)3. On veut montrer que si C1, ..., Cn ; ∅, alors le séquent ∀C1, ...,∀Cn ⊢ estdémontrable. On montre plus généralement que si C1, ..., Cn ; D, alorsle séquent ∀C1, ...,∀Cn ⊢ ∀D est démontrable.Montrer que si D = (t/x)C alors le séquent ∀C ⊢ ∀D est démontrable.Montrer que si C1 = C′

1
∪ {A} et C2 = C′

2
∪ {¬A} et D = C′

1
∪ C′

2
, alorsle séquent ∀C1, ∀C2 ⊢ ∀D est démontrable.



Soit C1, ..., Cn un ensemble de 
lauses, montrer que si C1, ..., Cn ; D,alors le séquent ∀C1, ...,∀Cn ⊢ ∀D est démontrable.Montrer que si le séquent Γ ⊢ ⊥ est démontrable, alors le séquent Γ ⊢ l'estaussi.Montrer que si C1, ..., Cn ; ∅, alors le séquent ∀C1, ...,∀Cn ⊢ est démon-trable.4. On veut maintenant montrer la ré
iproque, 
'est-à-dire que si le séquent
∀C1, ...,∀Cn ⊢ est démontrable, alors C1, ..., Cn ; ∅.Soit E un ensemble de 
lauses et C et D deux 
lauses. Montrer que si
E ; C et E ∪ {C} ; D alors E ; D.Soit D est une 
lause 
lose, E = {C1, ..., Cn} et E′ = {C′

1
, ..., C′

n} deuxensembles de 
lauses 
loses, tels que pour tout i, C′

i est ou bien la 
lause
Ci ou bien la 
lause Ci ∪D et C une 
lause 
lose. Montrer que si E ; Calors ou bien E′

; C ou bien E′
; C∪D. Montrer que si E ; ∅ alors oubien E′

; ∅ ou bien E′
; D. Montrer que si C et C′ sont deux 
lauses
loses et E ∪ {C} ; ∅ et E ∪ {C′} ; ∅ alors E, (C ∪ C′) ; ∅.Soient C1, ..., Cn des 
lauses 
loses et P1, ..., Pm des propositions atom-iques 
loses. Montrer que si le séquent ∀C1, ...,∀Cn ⊢ P1, ..., Pm est dé-montrable, alors C1, ..., Cn,¬P1, ...,¬Pm ; ∅. Montrer que si le séquent

∀C1, ...,∀Cn ⊢ est démontrable, alors C1, ..., Cn ; ∅.Soient C1, ..., Cn des 
lauses quel
onques. Montrer que si le séquent ∀C1, ...,∀Cn ⊢est démontrable alors C1, ..., Cn ; ∅. Indi
e : utiliser le théorème de Her-brand.Soient C1, ..., Cn des 
lauses quel
onques. Montrer que le séquent ∀C1, ...,∀Cn ⊢est démontrable si et seulement si C1, ..., Cn ; ∅.5. Les trois règles 
i-dessus ne peuvent pas en
ore être utilisées 
omme unalgorithme de re
her
he de démonstrations, 
ar la deuxième demande de
hoisir un terme dans un ensemble in�ni. On introduit don
 un autreensemble de règles appelé règles de résolution.Soit E un ensemble de 
lauses, on 
onsidère l'ensemble de 
lauses G in-du
tivement dé�ni par les deux règles suivantes
• si C appartient à E, alors C appartient à G,
• si C ∪ {A1, ..., An} et C′ ∪ {¬B1, ...,¬Bm} sont deux 
lauses de Gdans lesquelles on a renommé les variables de manière à 
e qu'ellesne partagent pas de variables, et σ est une solution prin
ipale duproblème d'uni�
ation A1 = ... = An = B1 = ... = Bm alors la
lause σ(C ∪ C′) appartient à G.On é
rit E →֒ C pour exprimer que C appartient à l'ensemble G.Soit E l'ensemble de 
lause de la question (1.) Donner une dérivation de

E →֒ ∅.



Soit E l'ensemble de 
lauses. Montrer que si E →֒ D alors E ; D.Montrer que si E →֒ ∅ alors E ; ∅.Montrer que s'il existe un ensemble E′ 
ontenant des 
lauses de la forme
σC où C est une 
lause de E et σ une substitution, tel que E′

; D′ alorsil existe une 
lause D et une substitution τ telle que E →֒ D et D′ = τD.Montrer que si E ; ∅ alors E →֒ ∅.Soit E un ensemble de 
lauses. Montrer que E ; ∅ si et seulement si
E →֒ ∅.Soit A une proposition et C1, ..., Cn un ensemble de 
lauses tel que leséquent ⊢ A soit démontrable si et seulement si le séquent ∀C1, ...,∀Cn ⊢est démontrable. Montrer que le séquent ⊢ A est démontrable si et seule-ment si C1, ..., Cn →֒ ∅.


