
Logique et 
al
ulabilité - PC6
Exer
i
e 1Une relation R dé�nie sur un ensemble E est dite fortement 
on�uente si à
haque fois que t R u et t R v, il existe un élément w tel que (u R w ou u = w)et (v R w ou v = w).Montrer qu'une relation fortement 
on�uente est 
on�uente.Exer
i
e 2Le but de 
et exer
i
e est de montrer un 
as parti
ulier du théorème selonlequel un ensemble de règle orthogonal dé�nit une relation � 
on�uente. Soitle langage formé des 
onstantes a et b, du symbole de fon
tion unaire f et dusymbole de fon
tion binaire g. Soit l'ensemble de règles

a −→ b

f(x) −→ g(x, x)1. La relation � pour 
e système est indu
tivement dé�nie par les règles
a � b

f(t) � g(t, t)

t � t′

f(t) � f(t′)

t1 � t′1
g(t1, t2) � g(t′1, t2)

t2 � t′2
g(t1, t2) � g(t1, t

′
2)A-t-on g(a, a) � g(b, b) ? La relation � dé�nie par 
et ensemble de règleest-elle fortement 
on�uente ?2. Soit la variante de 
ette relation, la rédu
tion parallèle, indu
tivementdé�nie par les règles

t �
‖ t

a �
‖ b



f(t) �
‖ g(t, t)

t �
‖ t′

f(t) �
‖ f(t′)

t1 �
‖ t′1 t2 �

‖ t′2

g(t1, t2) �
‖ g(t′1, t

′
2)A-t-on g(a, a) �

‖ g(b, b) ? Montrer que la relation �
‖ est fortement 
on-�uente. Montrer que la relation �

‖ est 
on�uente.3. Montrer que si t � u alors t �
‖ u. Montrer que si t �

∗ u alors t �
‖∗ u.Montrer que si t �

‖ u alors t �
∗ u. Montrer que si t �

‖∗ u alors t �
∗ u.Montrer que la relation � est 
on�uente.Exer
i
e 3 (Le prin
ipe de ré
urren
e n÷thérienne)Soit R une relation dé�nie sur un ensemble E. Une suite de rédu
tions pour
ette relation est une suite �nie ou in�nie x0, x1, x2, ... telle que pour tout i,

xi R xi+1. On dit qu'un élément x de E termine fortement si toute suite derédu
tions issue de x est �nie.On dit que la relation R termine fortement ou en
ore qu'elle est bien fondéeou en
ore qu'elle est n÷thérienne si tout élément termine fortement.1. Montrer qu'un élément qui termine fortement termine.2. Donner une relation pour laquelle tout élément termine mais il existe deséléments qui ne terminent pas fortement.3. Soit R une relation sur un ensemble E. On dit qu'un élément u est unréduit de t, t R+ u, s'il existe une suite de rédu
tions non réduite à unélément qui va de t à u. Soit A un sous-ensemble de E tel quepour tout élément x de Esi tous les réduits de x sont dans A alors x est dans AMontrer que si x n'est pas dans A, il ne termine pas fortement. Montrerque si x termine fortement, il appartient à A. Montrer que R est bienfondée alors tous les éléments de E appartiennent à A.Exer
i
e 4 (Le théorème de Newman)Une relation R dé�nie sur un ensemble E est dite lo
alement 
on�uente si à
haque fois que t R u et t R v, il existe un élément w tel que u R∗ w et v R∗ w.



1. On 
onsidère un ensemble formé de quatre éléments a, b, c et d et larelation dé�nie par a R b, b R a, a R c et b R d. Cette relation est-elle lo
alement 
on�uente ? Est-elle 
on�uente ? Une relation lo
alement
on�uente est-elle 
on�uente ?2. Montrer qu'une relation bien fondée et lo
alement 
on�uente est 
on�u-ente.


