Logique et calculabilité - PC3

On cherche & construire un modéle dans lequel tous les axiomes de la théorie
des ensembles de Zermelo-Fraenkel sont valides sauf I’axiome de I’infini.

Soit V,, la suite d’ensembles définie par récurrence par Vo = @ et V11 =
o(V;). Soit V,, = U;V;. Soit le modele M = (M,, M, éa, =, €) ol

L ML = Vw:
MO’ = @(ML X ML)7

2 la fonction de M, x M, x M, dans {0, 1} telle que éx(a,b,c) = 1 si
a,b) appartient & c et éz(a, b, c) = 0 sinon,
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la fonction de M, x M, dans {0,1} telle que =(a,b) = 1sia = b et
(a,b) = 0 sinon,
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e ¢ la fonction de M, x M, dans {0, 1} telle que &€(a,b) = 1 si a appartient
abet €(a,b) =0 sinon.

. Montrer que tous les V; sont des ensembles finis.

. Montrer que tous les éléments de V,, sont des ensembles finis.

. Montrer que V; C V4.

. Montrer que si a € V, et b € a, alors b € V,,.

. Soit j un entier et £ un ensemble dont tous les éléments appartiennent &
Vj41, montrer que

QU = W N =

(U b) € Vi

beE

Soit ¢ un élément de V,, montrer que
U vew
bec

6. Montrer que
[Vz3zVw (w ez (Fv (wevAver)))] =1

7. Soit ¢ un élément de V,,, montrer que

p(c) € Vi,

8. Montrer que I'axiome des parties est valide dans M.

9. Soit by,...,b, des éléments de V,,. Montrer que ensemble {by,...,b,}
appartient a V.

Soit ¢ un élément de V,, et r une relation binaire fonctionnelle. Montrer que
I’ensemble des images des éléments de ¢ par r appartient a V.

10. Montrer que I'axiome de remplacement est valide dans M.



11. Monter que ’axiome d’extensionalité est valide dans M.

12. Montrer que les axiomes de 1’égalité sont valides dans M. Montrer que
le schéma de compréhension binaire est valide dans M.

13. Soit la suite d’ensembles définie par récurrence par eg = J,e; =
{eo},e2 = {eo,e1},es = {eo,e1,ea},...,eir1 = e; U {e;}, ... et E un ensem-
ble contenant tous les e;. Montrer que F est un ensemble infini. Montrer que
FE n’est pas un élément de V.

14. Montrer que I'axiome de I’infini n’est pas valide dans M.

15. Montrer que I'axiome de I'infini n’est pas démontrable & partir des autres
axiomes de ZF.



