
Logique et 
al
ulabilité - PC3On 
her
he à 
onstruire un modèle dans lequel tous les axiomes de la théoriedes ensembles de Zermelo-Fraenkel sont valides sauf l'axiome de l'in�ni.Soit Vn la suite d'ensembles dé�nie par ré
urren
e par V0 = ∅ et Vi+1 =
℘(Vi). Soit Vω = ∪iVi. Soit le modèle M = (Mι,Mσ, ǫ̂2, =̂, ∈̂) où

• Mι = Vω ,
• Mσ = ℘(Mι ×Mι),
• ǫ̂2 la fon
tion de Mι × Mι × Mσ dans {0, 1} telle que ǫ̂2(a, b, c) = 1 si

(a, b) appartient à c et ǫ̂2(a, b, c) = 0 sinon,
• =̂ la fon
tion de Mι × Mι dans {0, 1} telle que =̂(a, b) = 1 si a = b et

=̂(a, b) = 0 sinon,
• ∈̂ la fon
tion de Mι ×Mι dans {0, 1} telle que ∈̂(a, b) = 1 si a appartientà b et ∈̂(a, b) = 0 sinon.1. Montrer que tous les Vi sont des ensembles �nis.2. Montrer que tous les éléments de Vω sont des ensembles �nis.3. Montrer que Vi ⊆ Vi+1.4. Montrer que si a ∈ Vω et b ∈ a, alors b ∈ Vω .5. Soit j un entier et E un ensemble dont tous les éléments appartiennent à

Vj+1, montrer que
(
⋃

b∈E

b) ∈ Vj+1Soit c un élément de Vω, montrer que
(
⋃

b∈c

b) ∈ Vω6. Montrer que
J∀x∃z∀w (w ∈ z ⇔ (∃v (w ∈ v ∧ v ∈ x)))K = 17. Soit c un élément de Vω , montrer que

℘(c) ∈ Vω8. Montrer que l'axiome des parties est valide dans M.9. Soit b1, ..., bn des éléments de Vω . Montrer que l'ensemble {b1, ..., bn}appartient à Vω.Soit c un élément de Vω et r une relation binaire fon
tionnelle. Montrer quel'ensemble des images des éléments de c par r appartient à Vω .10. Montrer que l'axiome de rempla
ement est valide dans M.



11. Monter que l'axiome d'extensionalité est valide dans M.12. Montrer que les axiomes de l'égalité sont valides dans M. Montrer quele s
héma de 
ompréhension binaire est valide dans M.13. Soit la suite d'ensembles dé�nie par ré
urren
e par e0 = ∅, e1 =
{e0}, e2 = {e0, e1}, e3 = {e0, e1, e2}, ..., ei+1 = ei ∪ {ei}, ... et E un ensem-ble 
ontenant tous les ei. Montrer que E est un ensemble in�ni. Montrer que
E n'est pas un élément de Vω .14. Montrer que l'axiome de l'in�ni n'est pas valide dans M.15. Montrer que l'axiome de l'in�ni n'est pas démontrable à partir des autresaxiomes de ZF.


