
Logique et 
al
ulabilité - PC2
Exer
i
e 1Montrer que si le séquent Γ ⊢ A ⇔ A′ est démontrable alors les séquents
Γ ⊢ (A ∧ B) ⇔ (A′ ∧ B), Γ ⊢ (B ∧ A) ⇔ (B ∧ A′), Γ ⊢ (A ∨ B) ⇔ (A′ ∨ B),
Γ ⊢ (B ∨A) ⇔ (B ∨A′), Γ ⊢ (A ⇒ B) ⇔ (A′ ⇒ B), Γ ⊢ (B ⇒ A) ⇔ (B ⇒ A′),
Γ ⊢ (¬A) ⇔ (¬A′), Γ ⊢ (∀x A) ⇔ (∀x A′) et Γ ⊢ (∃x A) ⇔ (∃x A′) sontdémontrables.Exer
i
e 2 : Le s
héma de rempla
ementSoit A une proposition ne 
ontenant pas le symbole ǫ2 et dont les variables libressont parmi x1, ..., xn, y, z. On é
rit A[t, u] la proposition (t/y, u/z)A. Montrerque la proposition
∀x1...∀xm ((∀y∀z∀z′ ((A[y, z]∧A[y, z′]) ⇒ z = z′)) ⇒ ∀a∃b∀z (z ∈ b ⇔ ∃y (y ∈ a∧A[y, z])))est démontrable dans ZF .Exer
i
e 3 : Le s
héma de séparationSoit B une proposition ne 
ontenant pas le symbole ǫ2 et dont les variableslibres sont parmi x1, ..., xn, y. On é
rit B[t] la proposition (t/y)B. Montrer laproposition

∀x1...∀xn∀a∃b∀y (y ∈ b ⇔ (y ∈ a ∧ B[y]))est démontrable dans ZF .Exer
i
e 4 : Le théorème de la paireSoit un la proposition ∀y (y ∈ x ⇔ vide[y]). On é
rit un[t] la proposition
(t/x)un. Soit deux la proposition ∀y (y ∈ x ⇔ (vide[y] ∨ un[y])). On é
ritdeux[t] la proposition (t/x)deux.Montrer que les propositions ∃x vide[x], ∃x un[x], ∃x deux[x] et ∀x ¬(vide[x]∧un[x]) sont démontrables dans ZF .Montrer la proposition

∀x∀y∃z∀w (w ∈ z ⇔ (w = x ∨ w = y))est démontrable dans ZF .



Exer
i
e 5 : Les 
ouplesEn théorie des ensembles, le 
ouple (a, b) est l'ensemble qui 
ontient les éléments
{a} et {a, b}. É
rire une proposition utilisant uniquement les symboles = et ∈qui exprime que le 
ouple formé des éléments x et y est égal à z. É
rire uneproposition qui exprime que le 
ouple formé des éléments x et y est un élémentde z.Exer
i
e 6 : La réunion de deux ensemblesMontrer que la proposition

∀x∀y∃z∀w (w ∈ z ⇔ (w ∈ x ∨ w ∈ y))est démontrable dans ZF .Exer
i
e 7Monter que les propositions suivantes sont démontrables.
∀x∃y Su

[x, y]

∀x∀y∀y′ ((Su

[x, y] ∧ Su

[x, y′]) ⇒ y = y′)

∀x∀y ¬(Su

[x, y] ∧ vide[y])Exer
i
e 8 : Les entiers de Von NeumannEn théorie des ensembles, les entiers sont les ensembles suivants 0 = ∅, 1 =
{0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2}, ... On peut remarquer que tous les entiers apparti-ennent à l'ensemble I. On dé�nit l'ensemble des entiers N 
omme l'interse
tionde tous les sous-ensembles de I qui 
ontiennent 0 et qui sont 
los par l'opérationsu

esseur. É
rire une proposition utilisant uniquement les symboles = et ∈ quiexprime que x appartient à l'ensemble N.É
rire une proposition qui exprime le prin
ipe de ré
urren
e : si un ensemble
ontient 0 et est 
los par su

esseur alors il 
ontient tous les entiers. Montrer
ette proposition est démontrable dans ZF .


