Logique et calculabilité - PC2

Exercice 1

Montrer que si le séquent I' A & A’ est démontrable alors les séquents
'H(AANB)< (AAB), I (BANA) & (BANA), T+ (AVB)<s (A'VB)

T'H(BVA) & (BVA),TH (A= B) & (A' = B), T (B= A) & (B= A),
' (-A) & (RA), T F (Vz A) & (Vz AYet ' F (Fz A) & (Fz A') sont

démontrables.

Exercice 2 : Le schéma de remplacement

Soit A une proposition ne contenant pas le symbole €5 et dont les variables libres
sont parmi 1, ..., Zn,y, z. On écrit A[t,u] la proposition (¢/y,u/z)A. Montrer
que la proposition

Vay..Vo, (VyVaVe' ((Aly, 2z]AAly, 2']) = 2z = 2')) = VaTbVz (z € b & Ty (y € anAly, 2])))

est, démontrable dans ZF'.

Exercice 3 : Le schéma de séparation

Soit B une proposition ne contenant pas le symbole €3 et dont les variables
libres sont parmi 1, ..., Z,,y. On écrit B[t] la proposition (¢/y)B. Montrer la
proposition

Vp..Vz,VaIbVy (y € b= (y € a A Bly]))

est démontrable dans ZF'.

Exercice 4 : Le théoréme de la paire

Soit un la proposition Yy (y € = & wvide[y]). On écrit un[t] la proposition
(t/z)un. Soit deuz la proposition Yy (y € = < (videly] V unfy])). On écrit
deua[t] la proposition (¢/x)deux.

Montrer que les propositions 3z vide[z], Iz un[z], Iz deuz|x] et Vo —~(vide[z]A
un[z]) sont démontrables dans ZF.

Montrer la proposition

VaVydzVw (w € z & (w =z Vw=y))

est, démontrable dans ZF'.



Exercice 5 : Les couples

En théorie des ensembles, le couple (a, b) est 'ensemble qui contient les éléments
{a} et {a,b}. Ecrire une proposition utilisant uniquement les symboles = et €
qui exprime que le couple formé des éléments x et y est égal a z. Ecrire une
proposition qui exprime que le couple formé des éléments x et y est un élément
de z.

Exercice 6 : La réunion de deux ensembles
Montrer que la proposition
VaVydzVw (w € z & (w € x Vw € y))

est, démontrable dans ZF'.

Exercice 7
Monter que les propositions suivantes sont démontrables.
VzIy Succlz, y)

VavyVy' ((Succlz,y] A Succlz,y']) =y =1')
Vavy —(Succlz, y] A vide[y])

Exercice 8 : Les entiers de Von Neumann

En théorie des ensembles, les entiers sont les ensembles suivants 0 = @,1 =
{0},2=1{0,1},3={0,1,2}, ... On peut remarquer que tous les entiers apparti-
ennent & 'ensemble I. On définit 'ensemble des entiers N comme l'intersection
de tous les sous-ensembles de I qui contiennent 0 et qui sont clos par 'opération
successeur. Ecrire une proposition utilisant uniquement les symboles = et € qui
exprime que z appartient a4 I’ensemble N.

Ecrire une proposition qui exprime le principe de récurrence : si un ensemble
contient 0 et est clos par successeur alors il contient tous les entiers. Montrer
cette proposition est démontrable dans ZF.



