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Exerie 1Donner une démonstration en dédution naturelle des propositions suivantes

(P ∧ Q) ⇒ P

(P ∨ Q) ⇒ (Q ∨ P )

(∃y∀x P (x, y)) ⇒ (∀x∃y P (x, y))

P (0) ⇒ (∀x (P (x) ⇒ P (S(x)))) ⇒ P (S(S(0)))axiome
P ∧ Q ⊢ P ∧ Q

∧-élim
P ∧ Q ⊢ P

⇒-intro
⊢ (P ∧ Q) ⇒ Paxiome

P ∨ Q ⊢ P ∨ Q

axiome
P ∨ Q, P ⊢ P

∨-intro
P ∨ Q, P ⊢ Q ∨ P

axiome
P ∨ Q, Q ⊢ Q

∨-intro
P ∨ Q, Q ⊢ Q ∨ P

∨-élim
P ∨ Q ⊢ Q ∨ P

⇒-intro
⊢ (P ∨ Q) ⇒ (Q ∨ P )axiome

∃y∀x P (x, y) ⊢ ∃y ∀x P (x, y)

axiome
∃y∀x P (x, y), ∀x P (x, y) ⊢ ∀x P (x, y)

∀-élim
∃y∀x P (x, y), ∀x P (x, y) ⊢ P (x, y)

∃-intro
∃y∀x P (x, y), ∀x P (x, y) ⊢ ∃y P (x, y)

∃-élim
∃y∀x P (x, y) ⊢ ∃y P (x, y)

∀-intro
∃y∀x P (x, y) ⊢ ∀x∃y P (x, y)

⇒-intro
⊢ (∃y∀x P (x, y)) ⇒ (∀x∃y P (x, y))axiome

Γ ⊢ ∀x (P (x) ⇒ P (S(x)))
∀-élim

Γ ⊢ P (S(0)) ⇒ P (S(S(0)))

axiome
Γ ⊢ ∀x (P (x) ⇒ P (S(x)))

∀-élim
Γ ⊢ P (0) ⇒ P (S(0))

axiome
Γ ⊢ P (0)

⇒-élim
Γ ⊢ P (S(0))

⇒-élim
Γ ⊢ P (S(S(0)))

⇒-intro
P (0) ⊢ (∀x (P (x) ⇒ P (S(x)))) ⇒ P (S(S(0)))

⇒-intro
⊢ P (0) ⇒ (∀x (P (x) ⇒ P (S(x)))) ⇒ P (S(S(0)))où Γ = P (0), ∀x (P (x) ⇒ P (S(x))).



Exerie 2Donner un modèle égalitaire dans lequel la proposition
∀x∀y∀z ((x + y) + z = x + (y + z))est valide. Donner un modèle égalitaire dans lequel ette proposition n'est pasvalide.On pose M = Z, on interprète le symbole + par l'addition dans le premiermodèle et par la soustration dans le seond.Exerie 3Soit une théorie T exprimée dans un langage L. Soit T ′ la théorie forméedes mêmes axiomes mais dans un langage L′ omprenant les symboles de L etune onstante c supplémentaire. Montrer que la théorie T ′ est une extensiononservatrie de T .On montre que tout modèle de T s'étend en un modèle de T ′. Soit M unmodèle de T . Soit a un élément de M. On étend e modèle en un modèle de

T ′ en interprétant la onstante c par l'élément a.Exerie 4Soit l'ensemble de règles de réériture
f(x, x) −→ d

f(g(x), x) −→ g(d)

c −→ g(c)Donner un exemple de terme qui se réduit sur deux deux termes irrédutiblesdistints.Le terme f(c, c) se réduit sur d et sur g(d).Exerie 5Donner un terme du lambda-alul qui alule la somme de deux entiers deChurh.fun a → fun b → fun x → fun f → (a (b x f) f)Exerie 6Montrer que le séquent P ∨ Q ⊢ P n'a pas de démonstration dans le alul desséquents sans oupures. En a-t-il une dans le alul des séquents ave la règlede oupure ? 2



On montre par réurrene sur la struture de la démonstration que le séquent
P ∨ Q, ..., P ∨ Q, Q, ..., Q ⊢ P, ..., P n'a pas de démonstration dans le alul desséquents sans oupures. Si la dernière règle d'une telle démonstration est uneontration, on applique l'hypothèse de réurrene. Si 'est une règle ∨-gauhe,on applique l'hypothèse de réurrene à la seonde prémisse. Cette règle nepeut pas être la règle axiome, ni auune autre règle du alul des séquents sansoupures.D'après le théorème d'élimination des oupures, si e séquent avait une dé-monstration dans le alul des séquents, il en aurait une dans le alul desséquents sans oupures.Exerie 7Montrer que l'on obtient un système équivalent au alul des séquents sansoupures si on restreint la règle axiome au as où la proposition A est atomique.On montre que si A est une proposition quelonque, le séquent Γ, A ⊢ A, ∆est démontrable dans le système restreint. Par réurrene sur la struture de A,si A est atomique, on applique la règle axiome. Si A est de la forme B∧C, alorspar hypothèse de réurrene les séquents Γ, B, C ⊢ B, ∆ et Γ, B, C ⊢ C, ∆ ont desdémonstrations π1 et π2 dans le système restreint, on onstruit la démonstration

π1

Γ, B, C ⊢ B, ∆
π2

Γ, B, C ⊢ C, ∆
∧-droite

Γ, B, C ⊢ B ∧ C, ∆
∧-gauhe

Γ, B ∧ C ⊢ B ∧ C, ∆On proède de même dans les autres as, en prenant soin, dans le as où laproposition A est de la forme ∀x B, d'appliquer la règle ∀-droite plus bas quela règle ∀-gauhe et, dans le as où elle est de la forme ∃x B, la règle ∃-gauheplus bas que la règle ∃-droite.
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