
Gilles Dowek
Les démonstrations et lesalgorithmesIntrodution à la logique et à la alulabilité



2 Les démonstrations et les algorithmesL'auteur tient à remerier René Cori, René David, Maribel Fernández, Jean-Baptiste Joinet, Claude Kirhner, Jean-Louis Krivine, Daniel Lasar, StéphaneLengrand, Mihel Parigot, Laurene Rideau et Paul Rozière.



Introdution

Plusieurs méthodes permettent de déterminer l'aire de e segment de pa-rabole. Une première onsiste à le déouper en une in�nité de petits triangles,puis à déterminer l'aire de haun d'eux par une démonstration et à faire lasomme des aires obtenues. C'est grosso modo la méthode qu'Arhimède a em-ployée pour démontrer que ette aire était égale à 4/3. Depuis le XVIIe sièle,toutefois, on peut utiliser une autre méthode, qui donne le même résultat, etqui onsiste à déterminer la valeur de l'intégrale ∫ 1

−1(1 − x2)dx. Intégrer ettefontion polynomiale ne demande pas de onstruire une démonstration, maissimplement d'appliquer un algorithme.Construire une démonstration, appliquer un algorithme, es deux types deméthodes oexistent depuis longtemps au sein des mathématiques, mais lesméthodes algorithmiques ont onnu un nouvel essor depuis l'apparition desordinateurs, qui permettent de les utiliser à une toute autre éhelle que par lepassé.La oexistene de es deux méthodes de résolution des problèmes mèneà s'interroger sur leurs relations. Jusqu'à quel point peut-on remplaer laonstrution d'une démonstration par l'appliation d'un algorithme ? Ce livre



4 Les démonstrations et les algorithmesest onsaré à un ensemble de résultats, tant négatifs que positifs, qui répondentpartiellement à ette question.Pour parvenir à es résultats, nous devrons ommener par dé�nir préisé-ment es notions de démonstration, dans la première partie, et d'algorithme,dans la deuxième. Dé�nir la notion de démonstration permettra de omprendreomment démontrer des théorèmes d'indépendane, qui a�rment qu'il n'existepas de démonstration pour résoudre ertains problèmes. Dé�nir la notion d'al-gorithme permettra de omprendre omment démontrer des théorèmes d'in-déidabilité, qui a�rment qu'il n'existe pas d'algorithme pour résoudre er-tains problèmes. Cela nous permettra aussi de omprendre que les algorithmespeuvent se présenter sous de nombreuses formes : ensembles de règles de ré-ériture, termes du lambda-alul, mahines de Turing, mais que ette diversitémasque une profonde unité : l'idée qu'un alul est une suite de petits pas.La troisième partie aborde en�n les liens entre les notions de démonstrationet d'algorithme. Le résultat entral de ette partie est le théorème de Churh,qui montre que la démontrabilité dans la logique des prédiats est un problèmeindéidable, et dont un orollaire est le élèbre théorème de Gödel. Ce résultatnégatif sera ependant nuané par deux résultats positifs. Tout d'abord, s'il estindéidable, e problème est semi-déidable, e qui nous mènera à développerdes algorithmes de reherhe de démonstrations. Ensuite, ajouter des axiomesà la logique des prédiats permet, dans ertains as, de rendre la démontrabilitédéidable, e qui nous mènera à développer des algorithmes de déision pourdes théories partiulières.Un dernier hapitre nous montrera un lien di�érent entre les démonstrationset les algorithmes : ertaines démonstrations, que l'on appelle onstrutives,peuvent être utilisées omme des algorithmes.Au �l des pages, se révélera don la rihesse des liens entre es notions dedémonstration et d'algorithme, mais aussi la omplexité qui se ahe derrièrel'apparente évidene de la notion de vérité.



Première partie
Les démonstrations





1La logique des prédiats

Quelles sont les onditions que doit véri�er une proposition pour être vraie ?Une réponse possible, qui dé�nit un ertain type de vérité, est qu'une proposi-tion est vraie quand elle est démontrable. Dans e hapitre, nous allons détaillerette réponse en donnant une dé�nition de ette notion de démontrabilité. Pourela, nous allons dé�nir, dans un premier temps, l'ensemble des propositions,puis, dans un seond temps, elui des théorèmes, ou propositions démontrables,qui en onstitue un sous-ensemble.Ces deux dé�nitions sont des dé�nitions d'ensembles. Commençons donpar nous interroger sur les outils qui permettent de dé�nir des ensembles.1.1 Les dé�nitions indutivesL'outil le plus simple pour dé�nir un ensemble est la notion de dé�nitionexpliite. On peut, par exemple, dé�nir expliitement l'ensemble des nombrespairs : {n ∈ N | ∃p ∈ N n = 2 × p}. Cependant, es dé�nitions expliites nesu�sent pas à dé�nir tous les ensembles dont on a besoin. Un deuxième outilutile pour dé�nir des ensembles est la notion de dé�nition indutive. Cet outils'appuie sur un théorème simple : le théorème du point �xe.



8 1. La logique des prédiats1.1.1 Le théorème du point �xeDé�nition 1.1 (Limite)Soit ≤ une relation d'ordre, 'est-à-dire une relation ré�exive, antisymétriqueet transitive, sur un ensemble E et u0, u1, u2, . . . une suite roissante, 'est-à-dire telle que u0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ . . . L'élément l de E est appelé limite de lasuite u0, u1, u2, . . . si 'est la borne supérieure de l'ensemble {u0, u1, u2, . . .},'est-à-dire si 'est un majorant de et ensemble� pour tout i, ui ≤ let si 'est le plus petit� si pour tout i, ui ≤ l′, alors l ≤ l′.Si elle existe, la limite d'une suite (ui)i est unique et on la note limi ui.Dé�nition 1.2 (Relation d'ordre faiblement omplète)La relation d'ordre ≤ est dite faiblement omplète si toutes les suites roissantesont une limite.La relation d'ordre ordinaire sur l'intervalle [0, 1] de la droite réelle est unexemple de relation d'ordre faiblement omplète. De plus, ette relation a unplus petit élément : 0. En revanhe, la relation d'ordre ordinaire sur R+ n'estpas faiblement omplète ar la suite roissante 0, 1, 2, 3, . . . n'a pas de limite.Soit A un ensemble quelonque, la relation d'inlusion⊆ sur l'ensemble ℘(A)des parties de A est un autre exemple de relation d'ordre faiblement omplète.La limite d'une suite roissante U0, U1, U2, . . . est l'ensemble ⋃

i∈N
Ui. De plus,ette relation a un plus petit élément : ∅.Dé�nition 1.3 (Fontion roissante)Soit ≤ une relation d'ordre dé�nie sur un ensemble E et f une fontion de Edans E. La fontion f est roissante si x ≤ y ⇒ fx ≤ fy.Dé�nition 1.4 (Fontion ontinue)Soit ≤ une relation d'ordre faiblement omplète dé�nie sur un ensemble E et fune fontion roissante de E dans E. La fontion f est ontinue si pour toutesuite roissante limi (f ui) = f (limi ui).



1.1 Les dé�nitions indutives 9Proposition 1.1 (Le premier théorème du point �xe)Soit ≤ une relation d'ordre faiblement omplète sur un ensemble E qui a unplus petit élément m. Soit f une fontion de E dans E. Si f est ontinue, alors
p = limi (f i m) est le plus petit point �xe de f .

0

0           1

1

Démonstration. Tout d'abord, m étant le plus petit élément de E, m ≤ fm.La fontion f étant roissante, f im ≤ f i+1m. La suite f im est roissante,elle a don bien une limite. La suite f i+1m a également p pour limite. Don
p = limi (f (f i m)) = f (limi (f i m)) = f p. De plus, p est le plus petitpoint �xe, ar si q est un point �xe, m ≤ q et, la fontion f étant roissante,
f im ≤ f iq = q. Don p = limi (f i m) ≤ q.Le seond théorème du point �xe donne l'existene d'un point �xe pour lesfontions roissantes, même si elles ne sont pas ontinues, en supposant unepropriété un peu plus forte sur la relation d'ordre.Dé�nition 1.5 (Relation d'ordre fortement omplète)Une relation d'ordre ≤ sur un ensemble E est fortement omplète si tout sous-ensemble A de E a une borne supérieure, sup A.La relation d'ordre ordinaire sur l'intervalle [0, 1] de la droite réelle est unexemple de relation d'ordre fortement omplète. La relation d'ordre ordinairesur R+ n'est pas fortement omplète, ar l'ensemble R+ tout entier n'a pas deborne supérieure.Soit A un ensemble quelonque, la relation d'inlusion⊆ sur l'ensemble ℘(A)des parties de A est un autre exemple de relation d'ordre fortement omplète.La borne supérieure d'un ensemble B est l'ensemble ⋃

C∈B C.



10 1. La logique des prédiatsExerie 1.1Montrer que toute relation fortement omplète est faiblement omplète.La relation d'ordre
a

b       c

est-elle faiblement omplète ? Est-elle fortement omplète ?Proposition 1.2Si la relation d'ordre ≤ sur l'ensemble E est fortement omplète, alors toutsous-ensemble A de E a une borne inférieure, inf A.Démonstration. Soit A un sous-ensemble quelonque de E, soit B l'ensemble
{y ∈ E | ∀x ∈ A y ≤ x} des minorants de A et l la borne supérieure de B. Pardé�nition, l est un majorant de l'ensemble B� ∀y ∈ B y ≤ let 'est le plus petit� (∀y ∈ B y ≤ l′) ⇒ l ≤ l′.Il n'est pas di�ile de démontrer que l est la borne inférieure de A. En e�et,si x est un élément de A, 'est un majorant de B et omme l est le plus petitde es majorants, l ≤ x. Don l est un minorant de A. Pour montrer que 'estle plus grand, il su�t de remarquer que si m est un minorant de A, 'est unélément de B et don m ≤ l.La borne inférieure d'un sous-ensemble B de l'ensemble des parties d'unensemble A est, bien entendu, l'ensemble ⋂

C∈B C.Proposition 1.3 (Le seond théorème du point �xe)Soit ≤ une relation d'ordre fortement omplète sur un ensemble E. Soit f unefontion de E dans E. Si f est roissante, alors p = inf{c | fc ≤ c} est le pluspetit point �xe de f .



1.1 Les dé�nitions indutives 11
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Démonstration. Soit C l'ensemble {c | fc ≤ c} et c un élément de C. On a
p ≤ c ar p est un minorant de C. La fontion f étant roissante, on en déduit
fp ≤ fc. Par ailleurs, fc ≤ c ar c est un élément de C, don par transitivité
fp ≤ c.L'élément fp est inférieur à tous les éléments de C, il est don inférieur àsa borne inférieure : fp ≤ p.La fontion f étant roissante, f(fp) ≤ fp, don fp est un élément de C et
p étant un minorant de C, on en déduit p ≤ fp. Par antisymétrie, p = fp.En�n, par dé�nition, tous les points �xes de f appartiennent à C, ils sontdon plus grands que p.1.1.2 Les dé�nitions indutivesVoyons maintenant omment e théorème du point �xe permet de dé�nirdes ensembles et des relations.Dé�nition 1.6 (Fermeture)Soit E un ensemble, f une fontion partielle de En dans E et A un sous-ensemble de E. L'ensemble A est dit fermé par la fontion f si pour tous
x1, . . . , xn dans A, tels que la fontion f soit dé�nie en x1, . . . , xn, f x1 . . . xnest également un élément de A.Par exemple, l'ensemble des nombres pairs est fermé par la fontion n 7→

n + 2.Dé�nition 1.7 (Dé�nition indutive)Soit E un ensemble, une dé�nition indutive sur E est une famille de fontions



12 1. La logique des prédiatspartielles f1 de En1 dans E, f2 de En2 dans E, . . . Cette famille dé�nit unsous-ensemble A de E : le plus petit sous-ensemble de E fermé par les fontions
f1, f2, . . .Par exemple, le sous-ensemble de N formé des nombres pairs est dé�niindutivement par l'entier 0, 'est-à-dire la fontion, de N0 dans N, qui prendla valeur 0, et la fontion, de N dans N, n 7→ n + 2. L'ensemble des nombrespairs n'est pas l'unique sous-ensemble de N qui ontient 0 et qui est fermé par lafontion n 7→ n+2, l'ensemble N, par exemple, véri�e également es propriétés,mais 'est le plus petit.Le sous-ensemble de {a, b, c}∗ formé des mots de la forme anbcn est dé�niindutivement par le mot b et la fontion m 7→ amc. D'une manière générale,une grammaire non ontextuelle peut toujours se formuler omme une dé�nitionindutive.Comme nous allons le voir, l'ensemble des théorèmes se dé�nit ommele sous-ensemble de l'ensemble des propositions dé�ni indutivement par lesaxiomes et les règles de dédution.Les fontions f1, f2, . . . sont appelées des règles. Au lieu de noter une tellerègle x1 . . . xn 7→ t on la note

x1 . . . xn

tPar exemple, l'ensemble des nombres pairs est dé�ni par les deux règles
0

n
n + 2En notant P l'ensemble des nombres pairs, on érit aussi parfois es règles
0 ∈ P

n ∈ P
n + 2 ∈ PPour donner un sens à la dé�nition 1.7, montrons qu'il existe toujours unplus petit sous-ensemble A fermé par les fontions f1, f2, . . .Proposition 1.4Soit E un ensemble et f1, f2, . . . des règles sur l'ensemble E. Il existe un pluspetit sous-ensemble A de E fermé par les fontions f1, f2, . . .



1.1 Les dé�nitions indutives 13Démonstration. Soit F la fontion de ℘(E) dans ℘(E)

FC = {x ∈ E | ∃i∃y1 . . . yni
∈ C x = fi y1 . . . yni

}Un sous-ensemble C de E est fermé par les fontions f1, f2, . . . si et seulementsi FC ⊆ C.La fontion F est trivialement roissante : si C ⊆ C′, alors FC ⊆ FC′. Ondé�nit l'ensemble A omme le plus petit point �xe de ette fontion : ommel'intersetion de tous les ensembles C tels que FC ⊆ C, 'est-à-dire ommel'intersetion de tous les ensembles fermés par les fontions f1, f2, . . .D'après le seond théorème du point �xe, et ensemble est un point �xe de
F , FA = A, et don FA ⊆ A. Il est don fermés par les fontions f1, f2, . . .Et par dé�nition, il est plus petit que tous les ensembles C tels que FC ⊆ C,'est don le plus petit ensemble fermé par es fontions.Le premier théorème du point �xe nous donne une autre aratérisation deet ensemble.Proposition 1.5Soit E un ensemble et f1, f2, . . . des règles sur l'ensemble E. Le plus petit sous-ensemble A de E fermé par les fontions f1, f2, . . . est l'ensemble ⋃

k(F k∅) oùla fontion F est dé�nie par
FC = {x ∈ E | ∃i∃y1 . . . yni

∈ C x = fi y1 . . . yni
}Démonstration. On a vu que la fontion F est roissante. Elle est, de plus,ontinue : si C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆ . . ., alors F (

⋃

j Cj) =
⋃

j(FCj). En e�et, si unélément x de E est dans F (
⋃

j Cj), alors il existe un entier i et des éléments
y1, . . . , yni

de ⋃

j Cj tels que x = fi y1 . . . yni
. Chaun de es éléments estdans l'un des Cj . Comme la suite des Cj est roissante, ils sont tous dans Ck,le plus grand de es ensembles. L'élément x appartient don à FCk et donà ⋃

j(FCj). Réiproquement, si x appartient à ⋃

j(FCj), il appartient à unertain FCk, il existe don un entier i et des éléments y1, . . . , yni
de Ck telsque x = fi y1 . . . yni

. Les éléments y1, . . . , yni
appartiennent à ⋃

j Cj et don
x à F (

⋃

j Cj).On a vu que le plus petit sous-ensemble A de E fermé par les fontions f1,
f2, . . . est le plus petit point �xe de la fontion F . D'après le premier théorèmedu point �xe, et ensemble est A =

⋃

k(F k
∅).



14 1. La logique des prédiats1.1.3 La réurrene struturelleLes dé�nitions indutives donnent un moyen de faire des démonstrationspar réurrene. Si une propriété est héréditaire, 'est-à-dire qu'à haque foisqu'elle est véri�ée par y1, . . . , yni
, elle est véri�ée par fi y1 . . . yni

, alors elleest véri�ée par tous les éléments de A.Une manière de démontrer ela est d'utiliser le seond théorème du point�xe et de remarquer que le sous-ensemble P de E des objets qui véri�ent lapropriété en question est fermé par les fontions fi et don qu'il ontient A.Une autre manière est d'utiliser la proposition 1.5 et de montrer, par réurrenesur k, que tous les objets de F k∅ véri�ent la propriété en question.1.1.4 Les dérivationsUn élément x appartient à l'ensemble A si et seulement s'il appartient àun ertain ensemble F k∅, 'est-à-dire s'il existe une fontion fi telle que x =

fi y1 . . . yni
où les y1, . . . , yni

appartiennent à F k−1∅. Cette remarque permetde démontrer qu'un élément x de E appartient à A si et seulement s'il existeun arbre dont les n÷uds sont étiquetés par des éléments de E, dont la raineest étiquetée par x, et tel que si un n÷ud est étiqueté par un élément y et sesenfants sont étiquetés par des éléments z1, . . . , zn, alors il existe une règle fi,telle que y = fi z1 . . . zn. Un tel arbre s'appelle une dérivation de x.Dé�nition 1.8 (Dérivation)Soit E un ensemble et f1, f2, . . . des règles sur l'ensemble E. Une dérivationdans f1, f2, . . . est un arbre dont les n÷uds sont étiquetés par des élémentsde E tel que si un n÷ud est étiqueté par un élément y et ses enfants par deséléments z1, . . . , zn, alors il existe une règle fi, telle que y = fi z1 . . . zn.Si la raine d'une dérivation est un élément x de E, alors ette dérivationest une dérivation de x.On peut don dé�nir l'ensemble A omme l'ensemble des éléments de E quiont une dérivation.On utilise une ériture partiulière pour les dérivations. Tout d'abord, onérit la raine de l'arbre en bas et les feuilles en haut. Ensuite, on trae untrait au-dessus de haque n÷ud de l'arbre et on érit ses enfants au-dessus dee trait.



1.1 Les dé�nitions indutives 15Le nombre 8, par exemple, est dans l'ensemble des nombres pairs, en voiiune dérivation
0
2
4
6
8En notant P l'ensemble des nombres pairs, on érit aussi parfois ette déri-vation

0 ∈ P
2 ∈ P
4 ∈ P
6 ∈ P
8 ∈ PAu lieu d'étiqueter les n÷uds d'une dérivation par des éléments de E, onpeut aussi l'étiqueter par des règles.Dé�nition 1.9 (Dérivation étiquetée par les règles)Soit E un ensemble et f1, f2, . . . des règles sur l'ensemble E. Une dérivationétiquetée par les règles f1, f2, . . . est un arbre dont les n÷uds sont étiquetés par

f1, f2, . . . tel que le nombre d'enfants d'un n÷ud étiqueté par une fontion fsoit le nombre d'arguments de f .À haque dérivation étiquetée par les règles, on peut assoier, par réurrenestruturelle, un élément de E : si la raine de la dérivation est étiquetée parla règle fi et aux sous-arbres immédiats sont assoiés les éléments z1, . . . , zn,alors on assoie l'élément fi z1 . . . zn à la dérivation elle-même.Quand un élément est assoié à une dérivation, on dit que la dérivation estune dérivation de et élément.On peut don dé�nir l'ensemble A omme l'ensemble des éléments de E quiont une dérivation étiquetée par les règles.1.1.5 La fermeture ré�exive-transitive d'une relationUn exemple de dé�nition indutive est elle de la fermeture ré�exive-transitive d'une relation.



16 1. La logique des prédiatsDé�nition 1.10 (Fermeture ré�exive-transitive)Soit R est une relation binaire sur un ensemble E, la fermeture ré�exive-transitive de la relation R est la relation R∗ indutivement dé�nie par les règles� t R∗ t,� si t R t′ et t′ R∗ t′′, alors t R∗ t′′.Si t R∗ t′, une dérivation du ouple (t, t′) est une suite �nie t0, . . . , tn, telleque t0 = t, tn = t′ et pour tout i ≤ n − 1, ti R ti+1.Si on voit R omme un graphe orienté, les dérivations sont les hemins dee graphe et la relation R∗ relie don deux sommets, quand il y a un heminqui mène de l'un à l'autre.1.2 Les langages1.2.1 Les langages sans variablesMaintenant que nous avons introduit la notion de dé�nition indutive, nousallons l'utiliser pour dé�nir la notion de langage. Nous allons dans un premiertemps dé�nir une notion très générale qui omprendra aussi bien les langages deprogrammation que les langages logiques. Puis nous dé�nirons, dans un seondtemps, les langages de la logique des prédiats.Nous herhons, par ailleurs, à dé�nir une notion de langage qui s'a�ranhitdes onventions syntaxiques super�ielles, par exemple de savoir si on érit 3+4,
+(3, 4), ou enore 3 4 +. Cette expression sera plus abstraitement exprimée parun arbre

3 4

+

Chaque n÷ud de et arbre est étiqueté par un symbole. Le nombre d'enfantsd'un n÷ud de l'arbre dépend du symbole qui l'étiquette � 2 enfants si esymbole est +, 0 si 'est 3 ou 4, . . .Un langage est don un ensemble de symboles munis d'un entier appeléarité, ou plus simplement nombre d'arguments, de e symbole. Les symbolessans arguments sont appelés des onstantes.L'ensemble des expressions de e langage est l'ensemble d'arbres dé�ni in-dutivement par la règle suivante.



1.2 Les langages 17� Si f est un symbole d'arité n et t1, . . . , tn sont des expressions alors
f(t1, . . . , tn), 'est-à-dire l'arbre dont la raine est étiquetée par f et dontles sous-arbres immédiats sont t1, . . . , tn, est une expression.1.2.2 Les variablesImaginons que nous voulions dé�nir un langage qui ontient des expressionsomme impair(3) ou impair(3) ⇒ pair(3+1). Nous voudrons alors probablementaussi pouvoir exprimer que pour tout entier, si et entier est impair, alors sonsuesseur est pair.Pour former de telles expressions, les langues naturelles, omme le fran-çais, utilisent des pronoms indé�nis, par exemple tous et quelques. Mais eméanisme est ambigu quand plusieurs expressions sont remplaées par de telspronoms. Ainsi, la phrase � Il existe un nombre entier supérieur à tout nombreentier � peut signi�er ou bien que pour haque nombre entier, il existe unnombre entier qui lui est supérieur, e qui est vrai, ou bien qu'il existe unnombre qui est supérieur à tous les nombres entiers, e qui est faux. On uti-lise don un méanisme plus omplexe, qui onsiste à utiliser dans un premiertemps une variable, dont on indique ensuite la signi�ation et la portée parun quanti�ateur ∀, pour tout, ou ∃, il existe, qui lie ette variable. Ainsi, ondistingue les propositions ∀x∃y (y ≥ x) et ∃y∀x (y ≥ x).Les quanti�ateurs sont don des symboles qui lient une variable dans leurargument. D'autres exemples de symboles lieurs sont les symboles 7→, ∂/∂, ∫

d,
∑, ∏, . . . Nous devons don étendre la notion de langage dé�nie i-avant demanière à prendre en ompte le fait que haque symbole du langage peut lierdes variables.L'arité d'un symbole f ne sera désormais plus un entier n, mais une suite�nie d'entiers (k1, . . . , kn) qui indique que le symbole f lie k1 variables dansson premier argument, k2 variables dans le deuxième, . . . , kn variables dans le
n-ième.Ainsi, quand on s'est donné un langage, 'est-à-dire un ensemble de sym-boles munis d'une arité, et un ensemble in�ni dont les éléments sont appelésvariables, on dé�nit les expressions indutivement par les règles suivantes.� Les variables sont des expressions.� Si f est un symbole d'arité (k1, . . . , kn), t1, . . . , tn sont desexpressions et x1

1, . . . , x1
k1
, . . . , xn

1 , . . . , xn
kn

sont des variables, alors
f(x1

1 . . . x1
k1

t1, . . . , x
n
1 . . . xn

kn
tn) est une expression.La notation f(x1

1 . . . x1
k1

t1, . . . , x
n
1 . . . xn

kn
tn) désigne l'arbre
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kk

t

2
...

t
2x x1x

1 x
1

1 2

f

1 2

... ...
2Par exemple, l'expression ∫ u

t
v dx désigne l'arbre
u

x
t v1.2.3 Les langages à plusieurs sortes d'expressionsOn aura besoin, dans e livre, d'utiliser des langages un peu plus générauxappelés langages à plusieurs sortes d'expressions. Si on se donne des onstantes

0 et 1, un symbole binaire +, des symboles unaires pair et impair et un symbolebinaire ⇒, auun de es symboles ne liant de variables, on peut former lesexpressions 1, 1 + 1, pair(1 + 1) et impair(1) ⇒ pair(1 + 1), mais on peutmalheureusement former également les expressions impair(pair(1)) ou 1 ⇒

(1 + pair(1)). Pour les exlure, il faut distinguer deux sortes d'expressions :les termes, qui expriment des entiers et les propositions qui expriment des faitsonernant es entiers. Ainsi, le symbole pair prend en argument un terme pourformer une proposition et le symbole ⇒ prend en argument deux propositionspour former une proposition.Pour ela, on introduit un ensemble à deux éléments {Terme, Prop} dontles éléments sont appelés des sortes d'expressions et on assoie au symbole pairl'arité (Terme, Prop) qui indique que dans une expression de la forme pair(t),l'expression t doit être de sorte Terme alors que l'expression pair(t) elle-mêmeest de sorte Prop.On introduit, plus généralement, un ensemble S de sortes. L'arité d'unsymbole f est alors une suite �nie de sortes (s1, . . . , sn, s′) qui indique que lesymbole f a n arguments, que le premier est de sorte s1, . . . , le n-ième de sorte
sn et que l'expression formée est elle-même de la sorte s′.
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, . . . , et que l'expression formée est elle-même de la sorte s′′.Les expressions se dé�nissent alors ainsi.Dé�nition 1.11 (Expression d'un langage)Soit L un langage, 'est-à-dire un ensemble de symboles, haun muni d'unearité, et une famille d'ensembles in�nis et disjoints indexée par les sortes dontles éléments sont appelés variables. L'ensemble des expressions de L est indu-tivement par les règles suivantes.� Les variables de sorte s sont des expressions de sorte s.� Si f est un symbole d'arité ((s1
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tn) est une expression de sorte s′′.Dé�nition 1.12 (Variable d'une expression)L'ensemble des variables d'une expression est dé�ni par réurrene struturellede la manière suivante� V ar(x) = {x},� V ar(f(x1
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}.Dé�nition 1.13 (Variable libre d'une expression)L'ensemble des variables libres d'une expression est dé�ni par réurrene stru-turelle de la manière suivante� V L(x) = {x},� V L(f(x1

1 . . . x1
k1

t1, . . . , x
n
1 . . . xn

kn
tn))

= (V L(t1) \ {x
1
1, . . . , x

1
k1
}) ∪ · · · ∪ (V L(tn) \ {xn

n, . . . , xn
kn
}).Par exemple, V ar(∀x (x = x)) = {x}, mais V L(∀x (x = x)) = ∅.Une expression sans variables libres est dite lose.Dé�nition 1.14 (Hauteur d'une expression)La hauteur d'une expression est dé�nie par réurrene struturelle de la manière
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= 1 + max(Hauteur(t1), . . . , Hauteur(tn)).1.2.4 La substitutionLa première opération que l'on est amené à dé�nir ave la notion de va-riable est elle de substitution : le r�le des variables est, en e�et, non seulementd'être liées, mais également d'être substituées. Par exemple, de la proposi-tion ∀x (impair(x) ⇒ pair(x + 1)), on veut pouvoir déduire la proposition
impair(3) ⇒ pair(3 + 1) obtenue en substituant la variable x par l'expression
3.Dé�nition 1.15 (Substitution)Une substitution est une fontion de domaine �ni qui à des variables x1, . . . , xnassoie des expressions de même sorte, 'est-à-dire un ensemble �ni de ouplesdont la première omposante est une variable et la seonde une expression telque haque variable apparaisse dans un ouple au plus, ou enore une listed'assoiations : θ = t1/x1, . . . , tn/xn.Quand on applique une substitution à une expression, on veut remplaertoutes les ourrenes des variables x1, . . . , xn par les expressions t1, . . . , tn.Bien entendu, e remplaement ne onerne que les variables libres. Parexemple, si on substitue la variable x par l'expression 2 dans l'expression x+3,on veut obtenir l'expression 2 + 3. En revanhe, si on substitue la variable xpar l'expression 2 dans l'expression ∀x (x = x), on veut obtenir l'expression
∀x (x = x) et non l'expression ∀x (2 = 2).La première tentative pour dé�nir l'appliation d'une substitution à uneexpression mène à la dé�nition suivante.Dé�nition 1.16 (Appliation d'une substitution � ave apture)Soit θ = t1/x1, . . . , tn/xn une substitution et t une expression. On dé�nit l'ex-pression 〈θ〉t par réurrene sur la struture de t de la manière suivante� 〈θ〉xi = ti,� 〈θ〉x = x si x n'est pas dans le domaine de θ,� 〈θ〉f(y1
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})〉up)où la notation θ|V\{y1,...,yk} désigne la substitution θ restreinte à l'ensemble

V \ {y1, . . . , yk}, 'est-à-dire dans laquelle on a supprimé les ouples dont lapremière omposante est l'une des variables y1, . . . , yk.Cette dé�nition pose néanmoins un problème, ar elle autorise les apturesde variables. Par exemple, l'expression ∃x (x + 1 = y) exprime que y est lesuesseur d'un ertain nombre. Si on substitue y par 4 dans ette expression,on obtient l'expression ∃x (x+1 = 4), qui exprime que 4 est le suesseur d'unertain nombre. Si on substitue y par z, on obtient l'expression ∃x (x+1 = z),qui exprime que z est le suesseur d'un ertain nombre. Mais si on substitue
y par x, on obtient l'expression ∃x (x + 1 = x), qui exprime qu'il existe unnombre qui est son propre suesseur, et non, omme on s'y attendrait, que xest le suesseur d'un ertain nombre.Pour éviter e problème, il faut se rappeler que les variables liées sontmuettes : leur nom n'importe pas. Autrement dit, dans l'expression ∃x (x+1 =

y), on peut remplaer la variable liée x par n'importe quelle autre variable, sauf,bien entendu, y. Ainsi, quand on substitue dans une expression u des variables
x1, . . . , xn par des expressions t1, . . . , tn, on peut hanger le nom des variablesliées dans u en prenant des noms qui n'apparaissent ni parmi x1, . . . , xn, niparmi les variables de t1, . . . , tn, ni parmi les variables de u, a�n d'éviter esproblèmes.On ommene don par dé�nir, en utilisant la notion de substitution aveapture dé�nie i-avant, une relation d'équivalene sur les expressions, par ré-urrene sur leur hauteur : la relation d'équivalene alphabétique, qui est lehangement de nom des variables liées.Dé�nition 1.17 (Équivalene alphabétique)La relation d'équivalene alphabétique, ou alpha-équivalene, est indutivementdé�nie par les règles� x ∼ x,� f(y1

1 . . . y1
k1

t1, . . . , y
n
1 . . . yn

kn
tn) ∼ f(y′1

1 . . . y′1
k1

t′1, . . . , y
′n
1 . . . y′n

kn
t′n)si pour tout i, et pour toute suite de variables distintes

z1, . . . , zki
qui n'apparaissent pas dans ti ni dans t′i,

〈z1/yi
1, . . . , zki

/yi
ki
〉ti ∼ 〈z1/y′i

1 , . . . , zki
/y′i

ki
〉t′i.Par exemple, les expressions ∀x (x = x) et ∀y (y = y) sont α-équivalentes.Désormais on ne onsidère plus les expressions que à α-équivalene près,'est-à-dire que l'on onsidère impliitement des lasses d'α-équivalene d'ex-



22 1. La logique des prédiatspressions.On peut maintenant dé�nir l'opération de substitution par réurrene surla hauteur des expressions.Dé�nition 1.18 (Appliation d'une substitution)Soit θ = t1/x1, . . . , tn/xn une substitution et t une expression. On dé�nit l'ex-pression θt par réurrene sur la hauteur de t de la manière suivante� θxi = ti,� θx = x si x n'est pas dans le domaine de θ,� θf(y1
1 . . . y1

k1
u1, . . . , y

p
1 . . . yp

kp
up) =

f(z1
1 . . . z1

k1
θ〈z1

1/y1
1, . . . , z

1
k1

/y1
k1
〉u1, . . . , z

p
1 . . . zp

kp
θ〈zp

1/yp
1 , . . . , zp

kp
/yp

kp
〉up)où z1

1 , . . . , z1
k1
, . . . , zp

1 , . . . , zp
kp

sont des variables qui n'apparaissent pasdans f(y1
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up) ni dans θ.Par exemple, quand on substitue la variable y par l'expression 2 × x dansl'expression ∃x (x+1 = y), on obtient l'expression ∃z (z +1 = 2×x). Le hoixde la variable z est arbitraire, on aurait pu tout aussi bien hoisir v ou w, equi aurait donné la même expression, à α-équivalene près.Dé�nition 1.19 (Composition de deux substitutions)La omposition de deux substitutions θ = t1/x1, . . . , tn/xn et

σ = u1/y1, . . . , up/yp est la substitution
θ ◦ σ = {θ(σz)/z|z ∈ {x1, . . . , xn, y1, . . . , yp}}On démontre, par réurrene sur la hauteur de t, que pour toute expression t

(θ ◦ σ)t = θ(σt)1.2.5 L'artiulationDans les dé�nitions i-avant, nous n'avons donné auune restrition sur lenombre de symboles d'un langage. Il faut ependant prendre en ompte le faitque, in �ne, les expressions d'un langage doivent s'érire ave un alphabet �ni.Si haque symbole du langage est exprimé par une lettre de et alphabet, elaimpose que l'ensemble des symboles du langage soit �ni. Toutefois, il est éga-lement possible d'exprimer es symboles par des mots formés sur un alphabet�ni, ou plus généralement par des arbres étiquetés par les éléments d'un en-semble �ni. Ainsi, en géométrie, ertains symboles, omme π, sont des lettres,



1.2 Les langages 23mais d'autres, omme � médiatrie �, des mots. Rien n'empêhe d'itérer e pro-essus et de représenter les symboles d'un langage par des arbres étiquetés pardes arbres eux-mêmes étiquetés par les éléments d'un ensemble �ni, e qui mèneà la dé�nition suivante.Dé�nition 1.20 (Ensemble d'arbres artiulé)� Un ensemble d'arbres est simplement artiulé, ou 1-artiulé, si les n÷udsdes arbres de et ensemble sont étiquetés par les éléments d'un ensemble�ni.� Un ensemble d'arbre est (n+1)-artiulé, si les n÷uds des arbres de et en-semble sont étiquetés par les éléments d'un ensemble d'arbres n-artiulé.Un ensemble d'arbres est artiulé s'il est n-artiulé pour un ertain entier
n. Par exemple, l'ensemble des expressions sans variables d'un langage onte-nant un nombre �ni de symboles est un ensemble d'arbres simplement artiulé.En revanhe, un ensemble de variables étant toujours in�ni, l'ensemble desexpressions d'un langage est toujours un ensemble d'arbres au moins double-ment artiulé. Les variables x, x′, x′′, x′′′, x′′′′, . . . forment un ensemble in�niet peuvent s'exprimer par des arbres dont les n÷uds sont étiquetés par lessymboles x et ′.Quand un langage est artiulé, l'ensemble de ses symboles est �ni ou dé-nombrable. Il est toutefois parfois néessaire de onsidérer des langages quiomprennent un nombre non dénombrable de symboles et qui sont, de e fait,non artiulés. Nous verrons un exemple à la setion 2.4. Il faut ependantavoir onsiene que ette notion de langage généralise quelque peu la notionourante, ar les expressions de es langages ne peuvent plus s'érire ave unalphabet �ni.Soit E un ensemble et f1, f2, . . . des règles sur l'ensemble E. L'ensembledes dérivations dans f1, f2, . . . n'est pas toujours un ensemble d'arbres artiulé.Toutefois, si E est un ensemble d'arbres artiulé, alors l'ensemble des dériva-tions dans f1, f2, . . . est un ensemble d'arbres artiulé. De même, si haque règle
f1, f2, . . . est assoiée à un élément d'un ensemble artiulé, alors l'ensemble desdérivations étiquetées par les règles f1, f2, . . . est un ensemble artiulé.



24 1. La logique des prédiats1.3 Les langages de la logique des prédiatsLa notion de langage introduite à la setion préédente est très générale.Nous allons à présent nous onentrer sur le as partiulier des langages de lalogique des prédiats. Dans es langages, la plupart des symboles ne lient pas devariables. Les seules exeptions sont les quanti�ateurs ∀ et ∃. Par ailleurs, eslangages sont organisés autour d'une opposition entre les termes, qui exprimentdes hoses, et les propositions, qui expriment des faits à propos de es hoses,les termes pouvant eux-mêmes avoir plusieurs sortes. Ainsi, un langage estdé�ni par un ensemble non vide S, dont les éléments sont appelés sortes determes, un ensemble F , dont les éléments sont appelés symboles de fontion etpermettent de former des termes à partir d'autres termes, et un ensemble P ,dont les éléments sont appelés symboles de prédiat et permettent de formerdes propositions à partir de termes.Les sortes du langage sont les sortes de termes plus une sorte Prop pourles propositions. Comme les symboles de fontion ne lient pas de variables, leurarité est de la forme (s1, . . . , sn, s′) où s1, . . . , sn et s′ sont des sortes de termes.Si un symbole f a une telle arité et si t1, . . . , tn sont des termes de sorte s1, . . . ,
sn, alors l'expression f(t1, . . . , tn) est un terme de sorte s′. De même, ommeles symboles de prédiat ne lient pas de variables, leur arité est de la forme
(s1, . . . , sn, P rop), où s1, . . . , sn sont des sortes de termes. Cette arité est plussimplement notée (s1, . . . , sn). Si un symbole P a une telle arité et si t1, . . . ,
tn sont des termes de sorte s1, . . . , sn, alors l'expression P (t1, . . . , tn) est uneproposition. À es symboles, qui varient d'un langage à l'autre, s'ajoutent dessymboles ommuns à tous les langages de la logique des prédiats : ⊤, vrai,et ⊥, faux, d'arité (Prop), ¬, non, d'arité (Prop, Prop), ∧, et, ∨, ou, et ⇒,implique, d'arité (Prop, Prop, Prop) et en�n, pour haque élément de S, deuxquanti�ateurs ∀s, pour tout, et ∃s, il existe, d'arité ((s, Prop), P rop). Commeil n'y a pas de symbole permettant de lier une variable de sorte Prop, il n'estpas néessaire d'introduire de telles variables.Cela mène aux dé�nitions suivantes.Dé�nition 1.21 (Langage de la logique des prédiats)Un langage L est un triplet (S,F ,P) où S est un ensemble non vide dont leséléments sont appelés sortes de termes et F et P des ensembles dont les élé-ments sont respetivement appelés symboles de fontion et symboles de prédiat.À haque symbole de fontion, on assoie une arité qui est un (n + 1)-upletd'éléments de S et à haque symbole de prédiat une arité qui est un n-upletd'éléments de S.



1.3 Les langages de la logique des prédiats 25Dé�nition 1.22 (Terme)Soit L = (S,F ,P) un langage et (Vs)s∈S une famille d'ensembles in�nis et dis-joints indexée par les sortes de termes dont les éléments sont appelés variables.Les termes de sorte s du langage L, pour la famille d'ensembles de variables
(Vs)s∈S , sont indutivement dé�nis par les règles suivantes.� Les variables de sorte s sont des termes de sorte s.� Si f est un symbole d'arité (s1, . . . , sn, s′) et t1, . . . , tn des termes desortes s1, . . . , sn, alors f(t1, . . . , tn) est un terme de sorte s′.Dé�nition 1.23 (Proposition)Soit L = (S,F ,P) un langage et (Vs)s∈S une famille d'ensembles in�nis et dis-joints indexée par les sortes de termes dont les éléments sont appelés variables.Les propositions du langage L, pour la famille d'ensembles de variables (Vs)s∈S ,sont indutivement dé�nies par les règles suivantes.� Si P est un symbole de prédiat d'arité (s1, . . . , sn) et t1, . . . , tn sontdes termes de sorte s1, . . . , sn, alors l'expression P (t1, . . . , tn) est uneproposition.� ⊤ et ⊥ sont des propositions.� Si A est une proposition, alors ¬A est une proposition.� Si A et B sont des propositions, alors A ∧ B, A ∨ B et A ⇒ B sont despropositions.� Si A est une proposition et x une variable de sorte s, alors ∀sx A et ∃sx Asont des propositions.On utilise la notation A ⇔ B pour la proposition (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A). Uneproposition de la forme P (t1, . . . , tn) est appelée une proposition atomique.Quand S est un singleton, on dit que le langage a une seule sorte de termes,et l'arité d'un symbole de fontion ou de prédiat se réduit alors à un entier :le nombre d'arguments de e symbole.Exerie 1.2Soit L le langage à une sorte de termes formé des symboles C, N, 0, =, ,̂ ∈ et
# où le symbole ˆ est la puissane et # le ardinal.1. Érire la propositionTout nombre omplexe non nul a n raines n-ièmesomme une proposition du langage L.



26 1. La logique des prédiats2. Quels symboles sont des symboles de fontion, quels symboles sont dessymboles de prédiat ?3. Quelle est l'arité de haque symbole ?1.4 Les démonstrationsNous voulons maintenant distinguer une proposition, omme ∃x (x = 0+1),qui est démontrable, d'une proposition qui ne l'est pas, omme ∃x (0 = x + 1).Une manière de le faire est de se donner un ensemble de règles et de dé-�nir indutivement, à l'aide de es règles, un sous-ensemble de l'ensemble despropositions : l'ensemble des théorèmes ou propositions démontrables.Exerie 1.3Soit le langage à une sorte de termes formé des symboles de fontion 0, d'ariténulle, et S, suesseur, d'arité 1, et du symbole de prédiat ≤, d'arité 2. On sedonne les règles suivantes
∀x A

(t/x)A

A ⇒ B A
B

A B
A ∧ B

∀x∀y∀z ((x ≤ y ∧ y ≤ z) ⇒ x ≤ z)

∀x (x ≤ S(x))montrer que la proposition
0 ≤ S(S(0))est démontrable.Une telle dé�nition de la notion de démonstration est possible, on parle alorsde démonstration à la Frege et Hilbert, mais elle est di�ile à utiliser. En e�et,en posant ainsi des règles qui permettent de démontrer des propositions, on seontraint à garder les mêmes hypothèses tout au long de la démonstration. Onne peut don pas traduire une forme de raisonnement pourtant ourante : nousvoulons démontrer A ⇒ B, supposons A et démontrons B sous ette hypothèse.Cette remarque mène à introduire une notion de ouple formé d'un ensemble�ni d'hypothèses et d'une onlusion. Un tel ouple est appelé un séquent.



1.4 Les démonstrations 27Dé�nition 1.24 (Séquent)Un séquent est un ouple Γ ⊢ A, où Γ est un ensemble �ni de propositions et
A une proposition.Dé�nition 1.25 (Les règles de la dédution naturelle)axiome A ∈ Γ

Γ ⊢ A

⊤-intro
Γ ⊢ ⊤

Γ ⊢ ⊥
⊥-élim

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A Γ ⊢ B
∧-intro

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ A ∧ B
∧-élim

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∧ B
∧-élim

Γ ⊢ B

Γ ⊢ A
∨-intro

Γ ⊢ A ∨ B

Γ ⊢ B
∨-intro

Γ ⊢ A ∨ B

Γ ⊢ A ∨ B Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C
∨-élim

Γ ⊢ C

Γ, A ⊢ B
⇒-intro

Γ ⊢ A ⇒ B

Γ ⊢ A ⇒ B Γ ⊢ A
⇒-élim

Γ ⊢ B

Γ, A ⊢ ⊥
¬-intro

Γ ⊢ ¬A

Γ ⊢ A Γ ⊢ ¬A
¬-élim

Γ ⊢ ⊥

Γ ⊢ A
∀-intro x non libre dans Γ

Γ ⊢ ∀x A

Γ ⊢ ∀x A
∀-élim

Γ ⊢ (t/x)A
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Γ ⊢ (t/x)A

∃-intro
Γ ⊢ ∃x A

Γ ⊢ ∃x A Γ, A ⊢ B
∃-élim x non libre dans Γ, B

Γ ⊢ B tiers exlu
Γ ⊢ A ∨ ¬ALes règles ⊤-intro, ∧-intro, ∨-intro, ⇒-intro, ¬-intro, ∀-intro et ∃-intro sontappelées des règles d'introdution et les règles ⊥-élim, ∧-élim, ∨-élim, ⇒-élim,

¬-élim, ∀-élim et ∃-élim des règles d'élimination. Les règles de la dédutionnaturelle sont don lassées en quatre groupes : les règles d'introdution, lesrègles d'élimination, la règle axiome et la règle tiers exlu.Dé�nition 1.26 (Séquent démontrable)L'ensemble des séquents démontrables est indutivement dé�ni par les règles dela dédution naturelle.Dé�nition 1.27 (Démonstration)Une démonstration d'un séquent Γ ⊢ A est une dérivation de e séquent, 'est-à-dire un arbre dont les n÷uds sont étiquetés par des séquents dont la raineest étiquetée par Γ ⊢ A, et tel que si un n÷ud est étiqueté par un séquent
∆ ⊢ B, alors ses enfants sont étiquetés par des séquents Σ1 ⊢ C1, . . . , Σn ⊢ Cntels qu'il existe une règle de dédution naturelle, qui permet de déduire ∆ ⊢ Bde Σ1 ⊢ C1, . . . , Σn ⊢ Cn.Un séquent Γ ⊢ A est don démontrable s'il existe une démonstration de eséquent.Exerie 1.4On onsidère un langage à trois sortes de termes : point, droite et salaireformé de deux symboles de prédiat = d'arité (salaire, salaire) et ∈ d'arité
(point, droite) et de deux symboles de fontion d, distane, d'arité
(point, point, salaire) et m, médiatrie, d'arité (point, point, droite). Soient Γl'ensemble ontenant les propositions

∀x∀y∀z (x ∈ m(y, z) ⇔ d(x, y) = d(x, z))et
∀x∀y∀z ((x = y ∧ y = z) ⇒ x = z)



1.4 Les démonstrations 29et A la proposition qui exprime que si deux médiatries du triangle xyz sontonourantes, alors ses trois médiatries le sont
∀w∀x∀y∀z ((w ∈ m(x, y) ∧ w ∈ m(y, z)) ⇒ w ∈ m(x, z))Donner une démonstration du séquent Γ ⊢ A.La proposition suivante montre que, dans un séquent, on peut ajouter deshypothèses inutiles.Proposition 1.6 (L'a�aiblissement)Si le séquent Γ ⊢ A est démontrable, alors le séquent Γ, B ⊢ A est démontrable.Démonstration. Par réurrene sur la struture d'une démonstration de Γ ⊢ A.Proposition 1.7 (La double négation)Les trois propositions sont équivalentes.1. Le séquent Γ ⊢ A est démontrable.2. Le séquent Γ,¬A ⊢ ⊥ est démontrable.3. Le séquent Γ ⊢ ¬¬A est démontrable.Démonstration.(1.) ⇒ (2.) Si le séquent Γ ⊢ A est démontrable, alors, d'après la propo-sition 1.6, le séquent Γ,¬A ⊢ A également. Le séquent Γ,¬A ⊢ ¬A estdémontrable ave la règle axiome et don le séquent Γ,¬A ⊢ ⊥ ave larègle ¬-élim.(2.) ⇒ (3.) Si le séquent Γ,¬A ⊢ ⊥ est démontrable, alors le séquent Γ ⊢

¬¬A est démontrable ave la règle ¬-intro.(3.) ⇒ (2.) Si le séquent Γ ⊢ ¬¬A est démontrable, alors, d'après la pro-position 1.6, le séquent Γ,¬A ⊢ ¬¬A également. Le séquent Γ,¬A ⊢ ¬Aest démontrable ave la règle axiome et don le séquent Γ,¬A ⊢ ⊥ avela règle ¬-élim.(2.) ⇒ (1.) Si le séquent Γ,¬A ⊢ ⊥ a une démonstration π, alors le séquent
Γ ⊢ A a la démonstrationtiers exlu

Γ ⊢ A ∨ ¬A
axiome

Γ, A ⊢ A

π
Γ,¬A ⊢ ⊥

⊥-élim
Γ,¬A ⊢ A

∨-élim
Γ ⊢ A



30 1. La logique des prédiatsProposition 1.8Le séquent ⊢ ¬∃x¬A ⇒ ∀xA est démontrable.Démonstration. Ce séquent a la démonstrationtiers exlu
¬∃x¬A ⊢ A ∨ ¬A

axiome
¬∃x¬A,A ⊢ A

axiome
¬∃x¬A,¬A ⊢ ¬∃x ¬A

axiome
¬∃x¬A,¬A ⊢ ¬A

∃-intro
¬∃x¬A,¬A ⊢ ∃x ¬A

¬-élim
¬∃x¬A,¬A ⊢ ⊥

⊥-élim
¬∃x¬A,¬A ⊢ A

∨-élim
¬∃x¬A ⊢ A

∀-intro
¬∃x¬A ⊢ ∀x A

⇒-intro
⊢ ¬∃x¬A ⇒ ∀x ADé�nition 1.28 (Théorie)Une théorie est un ensemble �ni ou in�ni de propositions loses dont les élémentssont appelés axiomes.Quand une théorie T est �nie, on dit qu'une proposition A est un théorèmede ette théorie, ou enore qu'elle est démontrable dans ette théorie, si le sé-quent T ⊢ A est démontrable. Cependant, dans le as général, le ouple T ⊢ An'est pas un séquent. On doit don donner une dé�nition un peu plus générale.Dé�nition 1.29 (Théorème)Une proposition A est un théorème de la théorie T , ou une proposition démon-trable dans ette théorie, s'il existe un sous-ensemble �ni Γ de T , tel que leséquent Γ ⊢ A soit démontrable.Dé�nition 1.30 (Cohérene, ontradition)Une théorie T est ohérente s'il existe une proposition qui n'est pas démontrabledans T . Elle est dite ontraditoire sinon.Proposition 1.9Une théorie est ontraditoire si et seulement si elle démontre la proposition

⊥.



1.4 Les démonstrations 31Démonstration. Si la théorie est ontraditoire, elle démontre toutes les propo-sitions, don, en partiulier, la proposition ⊥. Réiproquement, si une théoriedémontre la proposition ⊥, alors il existe un sous-ensemble �ni Γ de T tel quele séquent Γ ⊢ ⊥ ait une démonstration π. Soit A une proposition quelonque.Le séquent Γ ⊢ A a la démonstration
π

Γ ⊢ ⊥
⊥-élim

Γ ⊢ Aet la proposition A est don démontrable dans la théorie T .Proposition 1.10Une théorie T est ontraditoire si et seulement s'il existe une proposition Atelle que la théorie démontre A et ¬A.Démonstration. Si la théorie est ontraditoire elle démontre toutes les propo-sitions, don, en partiulier, les propositions ⊤ et ¬⊤.Réiproquement, si une théorie démontre les propositions A et ¬A, alorsil existe deux sous-ensembles �nis Γ et Γ ′ tels que les séquents Γ ⊢ A et
Γ ′ ⊢ ¬A soient démontrables. D'après la proposition 1.6, les séquents Γ, Γ ′ ⊢ Aet Γ, Γ ′ ⊢ ¬A ont des démonstrations π1 et π2. Le séquent Γ, Γ ′ ⊢ ⊥ a alors ladémonstration

π2

Γ, Γ ′ ⊢ ¬A

π1

Γ, Γ ′ ⊢ A
¬-élim

Γ, Γ ′ ⊢ ⊥La proposition ⊥ est don démontrable dans la théorie T et, d'après la propo-sition 1.9, la théorie T est ontraditoire.Exerie 1.5Montrer que si le séquent Γ ⊢ A ⇔ A′ est démontrable, alors les séquents
Γ ⊢ (A ∧ B) ⇔ (A′ ∧ B), Γ ⊢ (B ∧ A) ⇔ (B ∧ A′), Γ ⊢ (A ∨ B) ⇔ (A′ ∨ B),
Γ ⊢ (B∨A) ⇔ (B∨A′), Γ ⊢ (A ⇒ B) ⇔ (A′ ⇒ B), Γ ⊢ (B ⇒ A) ⇔ (B ⇒ A′),
Γ ⊢ (¬A) ⇔ (¬A′), Γ ⊢ (∀x A) ⇔ (∀x A′) et Γ ⊢ (∃x A) ⇔ (∃x A′) sontdémontrables.Exerie 1.6Une théorie à plusieurs sortes de termes peut se relativiser en une théorie à uneseule sorte de termes. À haque symbole de fontion f d'arité (s1, . . . , sn, s′),



32 1. La logique des prédiatson assoie un symbole de fontion f ′ d'arité n et à haque symbole de prédiat
P d'arité (s1, . . . , sn), on assoie un symbole de prédiat P ′ d'arité n. Pourhaque sorte s, on introduit un symbole de prédiat unaire Ss. On traduit alorsles termes et les propositions de la manière suivante� |x| = x,� |f(t1, . . . , tn)| = f ′(|t1|, . . . , |tn|),� |P (t1, . . . , tn)| = P ′(|t1|, . . . , |tn|),� |⊤| = ⊤,� |⊥| = ⊥,� |¬A| = ¬|A|,� |A ∧ B| = |A| ∧ |B|, |A ∨ B| = |A| ∨ |B|, |A ⇒ B| = |A| ⇒ |B|,� |∀sx A| = ∀x (Ss(x) ⇒ |A|), |∃sx A| = ∃x (Ss(x) ∧ |A|).On traduit une théorie en traduisant haque axiome et en ajoutant pourhaque sorte s l'axiome

∃x Ss(x)et pour haque symbole de fontion f d'arité (s1, . . . , sn, s′) l'axiome
∀x1 . . .∀xn ((Ss1

(x1) ∧ . . . ∧ Ssn
(xn)) ⇒ (Ss′(f ′(x1, . . . , xn))))Soit T ′ la théorie formée pour haque variable de sorte s de l'axiome Ss(x).Montrer que si le terme t a la sorte s, alors la proposition Ss(|t|) est démontrabledans la théorie |T |, T ′.Montrer que si la proposition A est démontrable dans la théorie T , alors laproposition |A| est démontrable dans la théorie |T |, T ′.Montrer que si la proposition lose A est démontrable dans la théorie T ,alors la proposition |A| est démontrable dans la théorie |T |.1.5 Des exemples de théoriesDé�nition 1.31 (Les axiomes de l'égalité)Soit un langage ontenant des prédiats =s de sorte (s, s) pour ertaines sortes

s. Les axiomes de l'égalité pour e langage sont les suivants. Pour haque sorte
s ayant un symbole d'égalité, l'axiome d'identité

∀sx (x =s x)Pour haque symbole de fontion f d'arité (s1, . . . , sn, s′) telle que la sorte s′ait un symbole d'égalité et haque entier i tel que la sorte si ait un symboled'égalité de l'axiome
∀x1 . . . ∀xi∀x′

i . . . ∀xn (xi =si
x′

i ⇒ f(x1, . . . , xi, . . . , xn) =s′ f(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn))



1.5 Des exemples de théories 33Pour haque symbole de prédiat P d'arité (s1, . . . , sn) et haque entier i telque la sorte si ait un symbole d'égalité de l'axiome
∀x1 . . . ∀xi∀x′

i∀xn (xi =si
x′

i ⇒ (P (x1, . . . , xi, . . . , xn) ⇒ P (x1, . . . , x
′
i, . . . , xn)))Exerie 1.7Donner une démonstration, dans la théorie de l'égalité, des propositions

∀sx∀sy∀sz (x =s y ⇒ (y =s z ⇒ x =s z))

∀sx∀sy (x =s y ⇒ y =s x)Dé�nition 1.32 (La théorie des lasses)Soit un langage à deux sortes de termes : ι pour les objets et κ pour leslasses d'objets, ontenant un nombre arbitraire de symboles de fontion d'arité
(ι, . . . , ι, ι) et de symboles de prédiat d'arité (ι, . . . , ι), ainsi qu'un symbole deprédiat ǫ d'arité (ι, κ).La théorie des lasses pour e langage ontient, pour haque proposi-tion A ne ontenant pas le symbole ǫ et dont les variables libres sont parmi
x1, . . . , xn, y, l'axiome

∀x1 . . . ∀xn∃c∀y (y ǫ c ⇔ A)Cet ensemble d'axiomes s'appelle le shéma de ompréhension.Dé�nition 1.33 (L'arithmétique)Le langage de l'arithmétique ontient deux sortes de termes ι et κ, une onstante
0 de sorte ι, des symboles de fontion S, suesseur, d'arité (ι, ι), + et × d'arité
(ι, ι, ι) et des symboles de prédiat ǫ d'arité (ι, κ) et = d'arité (ι, ι). Aux axiomesde l'égalité et au shéma de ompréhension, on ajoute les axiomes du suesseur

∀x∀y (S(x) = S(y) ⇒ x = y)

∀x ¬(0 = S(x))l'axiome de réurrene
∀c (0 ǫ c ⇒ ∀x (x ǫ c ⇒ S(x) ǫ c) ⇒ ∀y y ǫ c)et les axiomes de l'addition et de la multipliation

∀y (0 + y = y)
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∀x∀y (S(x) + y = S(x + y))

∀y (0 × y = 0)

∀x∀y (S(x) × y = (x × y) + y)Exerie 1.8 (Le shéma de réurrene)Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 1.5.Montrer que pour haque proposition A de l'arithmétique, ne ontenant pasle symbole ǫ et dont les variables libres sont parmi x1, . . . , xn, y, la proposition
∀x1 . . . ∀xn ((0/y)A ⇒ ∀m ((m/y)A ⇒ (S(m)/y)A) ⇒ ∀n (n/y)A)est démontrable dans l'arithmétique.Dé�nition 1.34 (La théorie naïve des ensembles)Le langage de la théorie naïve des ensembles ontient une sorte et un symbolede prédiat binaire ∈. Elle ontient pour haque propositionA dont les variableslibres sont parmi x1, . . . , xn, y, un axiome de la forme

∀x1 . . . ∀xn∃a∀y (y ∈ a ⇔ A)Exerie 1.9 (Le paradoxe de Russell)Montrer que le séquent
∀y (y ∈ a ⇔ ¬y ∈ y) ⊢ ⊥est démontrable. En déduire que la théorie naïve des ensembles est ontradi-toire. Pourquoi e paradoxe ne s'applique-t-il pas à la théorie des lasses ?Dé�nition 1.35 (La théorie des lasses binaires)Soit un langage à deux sortes de termes ι pour les objets et σ pour leslasses binaires, ontenant un nombre arbitraire de symboles de fontion d'arité

(ι, . . . , ι, ι) et de symboles de prédiat d'arité (ι, . . . , ι) ainsi qu'un symbole deprédiat ǫ2 d'arité (ι, ι, σ).La théorie des lasses binaires pour e langage ontient, pour haque propo-sition A ne ontenant pas le symbole ǫ2 et dont les variables libres sont parmi
x1, . . . , xn, y, z un axiome de la forme

∀x1 . . . ∀xn∃r∀y∀z (y, z ǫ2 r ⇔ A)Cet ensemble d'axiomes s'appelle le shéma de ompréhension binaire.



1.5 Des exemples de théories 35Dé�nition 1.36 (ZF : La théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel)Le langage de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel ontient deux sortesde termes ι et σ, un symbole de prédiat ǫ2 d'arité (ι, ι, σ), un symbole de prédi-at = d'arité (ι, ι) et un symbole de prédiat ∈ d'arité (ι, ι) pour l'appartenaned'un ensemble à un autre. Outre les axiomes de l'égalité et le shéma de om-préhension binaire, la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel ontient lesaxiomes suivants.L'axiome d'extensionalité, qui énone que deux ensembles sont égaux quand ilsont les mêmes éléments
∀x∀y ((∀z (z ∈ x ⇔ z ∈ y)) ⇒ x = y)L'axiome de la réunion, qui énone que, quand on a onstruit un ensemble xqui ontient des éléments v0, v1, . . ., on peut onstruire la réunion des ensembles

v0, v1, . . .

∀x∃z∀w (w ∈ z ⇔ (∃v (w ∈ v ∧ v ∈ x)))L'axiome des parties, qui énone que quand on a onstruit un ensemble x onpeut onstruire un ensemble qui ontient les parties de x

∀x∃z∀w (w ∈ z ⇔ (∀v (v ∈ w ⇒ v ∈ x)))L'axiome de l'in�ni, qui énone que l'on peut onstruire un ensemble in�ni. SoitVide la proposition ∀y (¬(y ∈ x)). On érit Vide[t] la proposition (t/x)Vide.Soit Su la proposition ∀z (z ∈ y ⇔ (z ∈ x ∨ z = x)). On érit Su[t, u]la proposition (t/x, u/y)Su. Intuitivement, ela signi�e que u est l'ensemble
t ∪ {t}. L'axiome de l'in�ni est

∃I (∀x (Vide[x] ⇒ x ∈ I) ∧ ∀x∀y ((x ∈ I ∧ Su[x, y]) ⇒ y ∈ I))L'axiome de remplaement qui énone que quand on a onstruit un ensemble aet une lasse binaire fontionnelle r, on peut onstruire l'ensemble des objetsreliés à un élément de a par la lasse binaire r. Soit fontionnelle la proposition
∀y∀z∀z′ ((y, z ǫ2 r∧y, z′ ǫ2 r) ⇒ z = z′). On érit fontionnelle[t] la proposition
(t/r)fontionnelle. L'axiome de remplaement est

∀r (fontionnelle[r] ⇒ ∀a∃b∀z (z ∈ b ⇔ ∃y (y ∈ a ∧ y, z ǫ2 r)))Exerie 1.10 (Le shéma de remplaement)Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 1.5.Soit A une proposition ne ontenant pas le symbole ǫ2 et dont les variableslibres sont parmi x1, . . . , xn, y, z. On érit A[t, u] la proposition (t/y, u/z)A.Montrer que la proposition
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∀x1 . . . ∀xm ((∀y∀z∀z′ ((A[y, z] ∧ A[y, z′]) ⇒ z = z′)) ⇒

∀a∃b∀z (z ∈ b ⇔ ∃y (y ∈ a ∧ A[y, z])))est démontrable dans ZF .Exerie 1.11 (Le shéma de séparation)Cet exerie demande d'avoir fait les exeries 1.5 et 1.10.Soit A une proposition ne ontenant pas le symbole ǫ2 et dont les variableslibres sont parmi x1, . . . , xn, y. On érit A[t] la proposition (t/y)A. Montrer quela proposition
∀x1 . . . ∀xn∀a∃b∀y (y ∈ b ⇔ (y ∈ a ∧ A[y]))est démontrable dans ZF .Exerie 1.12 (Le théorème de l'ensemble vide)Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 1.11.Montrer que la proposition

∃b Vide[b]est démontrable dans ZF .Exerie 1.13 (Le théorème de la paire)Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 1.10.Soit Un la proposition ∀y (y ∈ x ⇔ Vide[y]). On érit Un[t] la proposition
(t/x)Un. Intuitivement, ela signi�e que t = {∅}. Soit Deux la proposition
∀y (y ∈ x ⇔ (Vide[y] ∨ Un[y])). On érit Deux[t] la proposition (t/x)Deux.Intuitivement, ela signi�e que t = {∅, {∅}}.Montrer que les propositions ∃x Vide[x], ∃x Un[x], ∃x Deux[x] et ∀x ¬(Vide[x]∧Un[x]) sont démontrables dans ZF .Montrer que la proposition

∀x∀y∃z∀w (w ∈ z ⇔ (w = x ∨ w = y))est démontrable dans ZF .Exerie 1.14 (Les ouples)Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 1.13.



1.5 Des exemples de théories 37En théorie des ensembles, le ouple (a, b) est l'ensemble qui ontient leséléments {a} et {a, b}. Érire une proposition utilisant uniquement les symboles
= et ∈ qui exprime que le ouple formé des éléments x et y est égal à z. Érireune proposition qui exprime que le ouple formé des éléments x et y est unélément de z.Exerie 1.15 (La réunion de deux ensembles)Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 1.13.Montrer que la proposition

∀x∀y∃z∀w (w ∈ z ⇔ (w ∈ x ∨ w ∈ y))est démontrable dans ZF .Exerie 1.16Cet exerie demande d'avoir fait les exeries 1.12 et 1.15.Montrer que les propositions suivantes sont démontrables.
∃x Vide[x]

∀x∃y Su[x, y]

∀x∀y ((Vide[x] ∧ Vide[y]) ⇒ x = y)

∀x∀y∀y′ ((Su[x, y] ∧ Su[x, y′]) ⇒ y = y′)

∀x∀y ¬(Su[x, y] ∧ Vide[y])Exerie 1.17 (Les entiers de Von Neumann)Cet exerie demande d'avoir fait les exeries 1.11 et 1.16.En théorie des ensembles, les entiers sont les ensembles suivants 0 = ∅, 1 =

{0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2}, . . . Un ensemble est don un entier s'il appartientà tous les ensembles qui ontiennent 0 et qui sont los par suesseur. Érireune proposition N ontenant une variable libre x et utilisant uniquement lessymboles = et ∈ qui exprime que x est un entier. On érit N [t] la proposition
(t/x)N . On peut remarquer que tous les entiers appartiennent à l'ensemble Idont l'axiome de l'in�ni énone l'existene. Démontrer la proposition

∃N (x ∈ N ⇔ N [x])Érire une proposition qui exprime le prinipe de réurrene : si un ensembleontient 0 et est los par suesseur, alors il ontient tous les entiers. Montrerque ette proposition est démontrable dans ZF .



38 1. La logique des prédiatsExerie 1.18Cet exerie demande d'avoir fait les exeries 1.11, 1.13, 1.14, 1.16 et 1.17.Soit su la lasse binaire fontionnelle dé�nie par ompréhension par
x, y ǫ2 su ⇔ Su[x, y]. L'axiome de l'in�ni exprime l'existene d'un ensemblequi ontient 0 et qui est los par la lasse binaire fontionnelle su. On veutmontrer, dans et exerie, qu'une onséquene de et axiome est que, si a estun ensemble quelonque et r une lasse binaire fontionnelle quelonque, alorsil existe un ensemble qui ontient a et qui est los par r.On veut don montrer la proposition
∀a∀r (fontionnelle[r] ⇒ ∃E (a ∈ E ∧ ∀y∀y′ ((y ∈ E ∧ y, y′ ǫ2 r) ⇒ y′ ∈ E)))Pour ela, on pose l'hypothèse fontionnelle[r] et on herhe à montrer la pro-position ∃E (a ∈ E ∧ ∀y∀y′ ((y ∈ E ∧ y, y′ ǫ2 r) ⇒ y′ ∈ E))).Soit A la proposition
n ∈ N ∧ ∀g (((∀p (Vide[p] ⇒ (p, a) ∈ g))

∧∀p∀p′∀y∀y′ ((p ∈ n ∧ (p, y) ∈ g ∧ Su[p, p′] ∧ y, y′ ǫ2 r) ⇒ (p′, y′) ∈ g))

⇒ (n, x) ∈ g)On érit A[t, u] la proposition (t/n, u/x)A1. Démontrer les propositions
∀n (Vide[n] ⇒ A[n, a])

∀n∀n′∀x∀x′ ((A[n, x] ∧ Su[n, n′] ∧ x, x′ ǫ2 r) ⇒ A[n′, x′])2. On veut maintenant démontrer la proposition
∀n∀x∀y ((A[n, x] ∧ A[n, y]) ⇒ x = y)Dans un premier temps, on suppose

∀p∀x∀y ((p ∈ n ∧ A[p, x] ∧ A[p, y]) ⇒ x = y)et on démontre
∀x∀y ((A[n, x] ∧ A[n, y]) ⇒ x = y)Soit r′ la lasse binaire dé�nie en ompréhension par

p, c ǫ2 r′ ⇔ ∃y (c = (p, y)

∧((Vide[p] ∧ y = a) ∨ ∃m∃w (m ∈ n ∧ A[m, w] ∧ Su[m, p] ∧ w, y ǫ2 r)))Montrer que la lasse binaire r′ est fontionnelle. Soit G l'image du sues-seur de n par la lasse binaire r′, onstruite ave l'axiome de remplaement.Démontrer la proposition ∀p∀x ((p, x) ∈ G ⇒ A[p, x]).



1.6 Variations sur le tiers exlu 39Démontrer les propositions
∀p (Vide[p] ⇒ (p, a) ∈ G)

∀p∀p′∀x∀x′ ((p ∈ n ∧ (p, x) ∈ G ∧ Su[p, p′] ∧ x, x′ ǫ2 r) ⇒ (p′, x′) ∈ G))En déduire la proposition
∀x (A[n, x] ⇒ (n, x) ∈ G)Démontrer la proposition

∀n∀x∀y (((n, x) ∈ G ∧ (n, y) ∈ G) ⇒ x = y)Démontrer la proposition
∀n∀x∀y ((A[n, x] ∧ A[n, y]) ⇒ x = y)Soit C le sous-ensemble de N ontenant les n tels que ∀p∀x∀y ((p ∈ n ∧

A[p, x] ∧ A[p, y]) ⇒ x = y). Montrer que l'ensemble C ontient 0 et qu'ilest los par suesseur. Montrer qu'il ontient tous les entiers. En déduire
∀n∀x∀y ((A[n, x] ∧ A[n, y]) ⇒ x = y)3. Soit s la lasse binaire dé�nie en ompréhension par la proposition A.Montrer que la lasse binaire s est fontionnelle. Soit E l'image de N par

s, onstruite ave l'axiome de remplaement. Montrer les propositions
a ∈ E

∀y∀y′ ((y ∈ E ∧ y, y′ ǫ2 r) ⇒ y′ ∈ E)1.6 Variations sur le tiers exluLe prinipe du tiers exlu, que nous avons exprimé par la règletiers exlu
Γ ⊢ A ∨ ¬Apeut s'exprimer de nombreuses manières alternatives.



40 1. La logique des prédiats1.6.1 La double négationUne première est de remplaer ette règle par la règle
Γ ⊢ ¬¬A double négation

Γ ⊢ Ae qui donne un système équivalent.Proposition 1.11Les séquents démontrables en dédution naturelle et dans le système dans lequella règle tiers exlu est remplaée par la règle double négation sont les mêmes.Démonstration. Dans un sens, on doit montrer que si le séquent Γ ⊢ ¬¬Aest démontrable en dédution naturelle, alors 'est également le as du séquent
Γ ⊢ A, e qui est une onséquene de la proposition 1.7. Dans l'autre, on doitmontrer que tous les séquents de la forme Γ ⊢ A ∨ ¬A sont démontrablesdans le système dans lequel la règle tiers exlu est remplaé par la règle doublenégation. Un tel séquent a la démonstrationaxiome

Γ,¬(A ∨ ¬A) ⊢ ¬(A ∨ ¬A)

axiome
Γ,¬(A ∨ ¬A), A ⊢ ¬(A ∨ ¬A)

axiome
Γ,¬(A ∨ ¬A), A ⊢ A

∨-intro
Γ,¬(A ∨ ¬A), A ⊢ A ∨ ¬A

¬-élim
Γ,¬(A ∨ ¬A), A ⊢ ⊥

¬-intro
Γ,¬(A ∨ ¬A) ⊢ ¬A

∨-intro
Γ,¬(A ∨ ¬A) ⊢ A ∨ ¬A

¬-élim
Γ,¬(A ∨ ¬A) ⊢ ⊥

¬-intro
Γ ⊢ ¬¬(A ∨ ¬A) double négation

Γ ⊢ A ∨ ¬A

1.6.2 Les séquents à plusieurs onlusionsDe manière plus surprenante, il est aussi possible d'exprimer e prinipe dutiers exlu, non par une règle spéiale, mais en hangeant la forme des séquentset en onsidérant des séquents qui ont, non seulement plusieurs hypothèses,mais aussi plusieurs onlusions.Cela peut se omprendre en analysant la démonstration i-avant. Dans leas où le ontexte Γ est vide et où la proposition A est juste un symbole deprédiat d'arité nulle, on herhe à démontrer le séquent ⊢ A∨¬A. Si on utilisela règle ∨-intro, on est ramené au séquent ⊢ A ou au séquent ⊢ ¬A et auun dees séquents n'est démontrable. La règle ∨-intro remplae don la onlusion
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A ∨ ¬A du séquent à démontrer par la onlusion A ou la onlusion ¬A,mais, e faisant, elle détruit la proposition A ∨ ¬A. L'utilisation de la règledouble négation et de la règle ¬-intro peut se omprendre omme un moyen deprotéger ette proposition, en en mettant une opie en mémoire, sous la formede l'hypothèse ¬(A∨¬A). On peut ensuite utiliser ette hypothèse autant de foisque l'on veut en la faisant réapparaître dans la onlusion du séquent ave lesrègles ¬-élim et axiome. Dans ette démonstration, on utilise ette propositiondeux fois, de manière à utiliser deux fois la règle ∨-intro et obtenir la premièrefois ¬A et A la seonde. La onlusion ¬A se transforme en l'hypothèse Aet, omme on a l'hypothèse et la onlusion A, on peut onlure ave la règleaxiome.Une alternative est de laisser la proposition A ∨ ¬A omme une onlusiondu séquent, mais ela demande de onsidérer des séquents dans lesquels il ya, non seulement plusieurs hypothèses, mais aussi plusieurs onlusions et unerègle qui permet de dupliquer une onlusion

Γ ⊢ A, A, ∆ ontration
Γ ⊢ A, ∆Cela demande en outre que les séquents soient dé�nis, non omme des ouplesd'ensembles �nis, mais omme des ouples de multiensembles �nis.Intuitivement, une proposition dans les onlusions d'un séquent joue lemême r�le que sa négation dans les hypothèses de e séquent. Ainsi, si la virgulequi sépare deux hypothèses dans un séquent peut être onsidérée omme unesorte de et, elle qui sépare deux onlusions doit, quant à elle, être onsidéréeomme une sorte de ou.La démonstration i-avant peut alors se réérireaxiome

Γ, A ⊢ ⊥, A
∨-intro

Γ, A ⊢ ⊥, A ∨ ¬A
¬-intro

Γ ⊢ ¬A, A ∨ ¬A
∨-intro

Γ ⊢ A ∨ ¬A, A ∨ ¬A ontration
Γ ⊢ A ∨ ¬ACela mène à la dé�nition alternative de la dédution naturelle.Dé�nition 1.37 (Les règles du système D′)axiome A ∈ Γ
Γ ⊢ A, ∆

Γ ⊢ A, A, ∆ ontration
Γ ⊢ A, ∆



42 1. La logique des prédiats
⊤-intro

Γ ⊢ ⊤, ∆

Γ ⊢ ⊥, ∆
⊥-élim

Γ ⊢ A, ∆

Γ ⊢ A, ∆ Γ ⊢ B, ∆
∧-intro

Γ ⊢ A ∧ B, ∆

Γ ⊢ A ∧ B, ∆
∧-élim

Γ ⊢ A, ∆

Γ ⊢ A ∧ B, ∆
∧-élim

Γ ⊢ B, ∆

Γ ⊢ A, ∆
∨-intro

Γ ⊢ A ∨ B, ∆

Γ ⊢ B, ∆
∨-intro

Γ ⊢ A ∨ B, ∆

Γ ⊢ A ∨ B, ∆ Γ, A ⊢ C, ∆ Γ, B ⊢ C, ∆
∨-élim

Γ ⊢ C, ∆

Γ, A ⊢ B, ∆
⇒-intro

Γ ⊢ A ⇒ B, ∆

Γ ⊢ A ⇒ B, ∆ Γ ⊢ A, ∆
⇒-élim

Γ ⊢ B, ∆

Γ, A ⊢ ⊥, ∆
¬-intro

Γ ⊢ ¬A, ∆

Γ ⊢ A, ∆ Γ ⊢ ¬A, ∆
¬-élim

Γ ⊢ ⊥, ∆

Γ ⊢ A, ∆
∀-intro x non libre dans Γ, ∆

Γ ⊢ ∀x A, ∆

Γ ⊢ ∀x A, ∆
∀-élim

Γ ⊢ (t/x)A, ∆

Γ ⊢ (t/x)A, ∆
∃-intro

Γ ⊢ ∃x A, ∆

Γ ⊢ ∃x A, ∆ Γ, A ⊢ B, ∆
∃-élim x non libre dans Γ, ∆, B

Γ ⊢ B, ∆Proposition 1.12Un séquent Γ ⊢ A est démontrable en dédution naturelle si et seulement s'ilest démontrable dans le système D′.



1.6 Variations sur le tiers exlu 43Démonstration. Si le séquent Γ ⊢ A a une démonstration en dédution natu-relle, on montre par réurrene sur la struture de ette démonstration qu'il estdémontrable dans le système D′. Toutes les règles de la dédution naturellessont des règles du système D′, sauf la règle tiers exlu. Mais, omme on l'a vu,les séquents de la forme Γ ⊢ A ∨ ¬A sont démontrables dans le système D′.Réiproquement, en utilisant la proposition 1.7, il su�t de montrer que si leséquent Γ ⊢ A est démontrable dans le système D′, alors le séquent Γ,¬A ⊢ ⊥est démontrable en dédution naturelle. On montre, plus généralement, que sile séquent Γ ⊢ ∆ est démontrable dans le système D′, alors le séquent Γ,¬∆ ⊢

⊥ est démontrable en dédution naturelle, où ¬∆ est l'ensemble formé desnégations des propositions de ∆. Cela se montre par réurrene sur la struturede la démonstration de Γ ⊢ ∆ dans le système D′. Si ette démonstration a laforme
π

Γ ⊢ A, A, ∆′ ontration
Γ ⊢ A, ∆′alors les ensembles Γ,¬A,¬A,¬∆ et Γ,¬A,¬∆ sont identiques et don, par hy-pothèse de réurrene, le séquent Γ,¬A,¬∆ ⊢ ⊥ est démontrable en dédutionnaturelle. Si ette démonstration a la forme

π1

Γ1 ⊢ A1, ∆
′ . . .

πn

Γn ⊢ An, ∆′ r
Γ ⊢ B, ∆′où r est une règle du système D′, distinte de la règle ontration, alors parhypothèse de réurrene, les séquents Γ1,¬A1,¬∆′ ⊢ ⊥, . . . , Γn,¬An,¬∆′ ⊢ ⊥sont démontrables en dédution naturelle. D'après la proposition 1.7, les sé-quents Γ1,¬∆′ ⊢ A1, . . . , Γn,¬∆′ ⊢ An le sont également. En utilisant la règlede dédution naturelle homologue de la règle r de D′, on onstruit une démons-tration en dédution naturelle du séquent Γ,¬∆′ ⊢ B et don, en utilisant laproposition 1.7 à nouveau, une démonstration du séquent Γ,¬B,¬∆′ ⊢ ⊥.La proposition suivante qui est l'analogue, pour le système D′ de la propo-sition 1.6.Proposition 1.13 (L'a�aiblissement)Si le séquent Γ ⊢ ∆ est démontrable dans le système D′ alors 'est égalementle as des séquents Γ, A ⊢ ∆ et Γ ⊢ A, ∆.Démonstration. Par réurrene sur la struture de la démonstration de Γ ⊢ ∆.



44 1. La logique des prédiatsQuand on dé�nit une notion de vérité, omme on l'a fait dans e hapitre,on ne peut éviter de s'interroger sur les outils qu'il est légitime d'utiliser dansette dé�nition. D'un �té, on ne peut pas faire omme si on ne onnaissait rien.Si on ne disposait d'auun langage, d'auun onept, d'auune notion préalablede vérité, omment pourrait-on donner une dé�nition ? D'un autre �té, si ondisposait déjà de la notion de vérité mathématique toute entière, on pourraitdonner la dé�nition triviale : la proposition � Tout espae vetoriel admet unebase � est vraie si tout espae vetoriel admet une base.Dans e hapitre, nous avons donné une dé�nition intermédiaire entre esdeux extrêmes : la proposition � Tout espae vetoriel admet une base � estvraie s'il existe une démonstration π de ette proposition.Pour énoner ette dé�nition, il est ertes néessaire de disposer de notionsmathématiques omme elles de nombre entier, d'ensemble �ni ou d'arbre. Ce-pendant, une démonstration est onstituée d'un nombre �ni de symboles etle fait qu'une suite de symboles soit une démonstration d'une proposition ounon est quelque hose que haun peut véri�er : il su�t de véri�er que haqueétape est bien l'appliation d'une règle de la dédution naturelle. La proposition� La suite de symboles π est une démonstration de la proposition �Tout espaevetoriel admet une base� � n'utilise don que des objets �nis et des relationsvéri�ables entre es objets. On dit qu'une telle proposition est ombinatoire.La notion préalable de vérité dont il est néessaire de disposer pour pouvoiromprendre la dé�nition que nous avons donnée ii se limite don à la notionélémentaire de vérité des propositions ombinatoires.



2Les modèles

Après avoir donné une dé�nition de la notion de démonstration, au ha-pitre préédent, nous allons, dans e hapitre, étudier ertaines propriétés desdémonstrations. En partiulier nous allons introduire des outils qui permettentde démontrer des résultats d'indépendane de la forme : il n'existe pas de dé-monstration de la proposition A dans la théorie T .S'il était néessaire de se restreindre à des propositions ombinatoires pourdé�nir la notion de démonstration, auune restrition n'est, en revanhe, nées-saire pour étudier les démonstrations : pour démontrer des résultats d'indépen-dane, nous pouvons utiliser tous les outils mathématiques que nous voulons.2.1 La notion de modèleDé�nition 2.1 (Modèle)Soit L = (S,F ,P) un langage. Un modèle de e langage est une struture
M = ((Ms)s∈S ,B,B+, (f̂)f∈F , (P̂ )P∈P , ⊤̂, ⊥̂, ¬̂, ∧̂, ∨̂, ⇒̂, ∀̂, ∃̂) formée,� pour haque sorte s de S, d'un ensemble non vide Ms,� d'un ensemble non vide B, d'un sous-ensemble B+ de B,� pour haque symbole de fontion f de F d'arité (s1, . . . , sn, s′) d'unefontion f̂ de Ms1

× . . . ×Msn
dans Ms′ ,� pour haque symbole de prédiat P de P d'arité (s1, . . . , sn) d'une fon-tion P̂ de Ms1

× . . . ×Msn
dans B,



46 2. Les modèles� de deux éléments ⊤̂ et ⊥̂ de B, d'une fontion ¬̂ de B dans B, de fontions
∧̂, ∨̂ et ⇒̂ de B ×B dans B et de deux fontions ∀̂ et ∃̂ de ℘+(B) dans Boù ℘+(B) est l'ensemble des parties non vides de B.Soit L = (S,F ,P) un langage et M un modèle de e langage. On veutdé�nir une fontion J K qui assoie, à haque terme terme t de sorte s, unélément JtK deMs et, à haque proposition A, un élément JAK de B. On veut, enoutre, que ette fontion soit un morphisme, 'est-à-dire que Jf(t1, . . . , tn)K =

f̂(Jt1K, . . . , JtnK), JP (t1, . . . , tn)K = P̂ (Jt1K, . . . , JtnK), JA∧BK = ∧̂(JAK, JBK), . . .On sait qu'un morphisme d'espaes vetoriels est omplètement dé�ni par sonimage sur une base de l'espae de départ. De même, un morphisme entre unlangage et un modèle est omplètement dé�ni par son image sur les variables.Cela mène à la dé�nition suivante.Dé�nition 2.2 (Valuation)Soit L = (S,F ,P) un langage, M un modèle de e langage et (Vs)s∈S unefamille d'ensembles de variables. On appelle valuation une fontion de do-maine �ni qui assoie aux variables x1, . . . , xn de sortes s1, . . . , sn des éléments
a1, . . . , an de Ms1

, . . . , Msn
.La valuation qui lie l'élément a1 à la variable x1, . . . , an à la variable xns'érit x1 = a1, . . . , xn = an. Si φ est une valuation, x une variable et a unélément de M on note (φ, x = a) la valuation qui prend la même valeur que φpartout sauf en x où elle vaut a.Une valuation se prolonge naturellement en un morphisme J Kφ entre lestermes et propositions du langage L dont les variables libres sont dans le do-maine de φ et le modèle M, en dé�nissant JxKφ omme φ(x), Jf(t1, . . . , tn)Kφomme f̂(Jt1Kφ, . . . , JtnKφ), . . . En fait, les quanti�ateurs et les variables liéesompliquent un tout petit peu la dé�nition. En e�et, les variables libres de laproposition A sont toutes elles de ∀x A plus, potentiellement, x. Pour dé�nir

J∀x AKφ, on doit don ommener par onsidérer toutes les valeurs JAKφ,x=aobtenues en assoiant à x un élément quelonque a de Ms, on obtient alors unsous-ensemble non vide de B auquel on applique la fontion ∀̂, qui doit donêtre une fontion de l'ensemble des parties non vides de B dans B.Dé�nition 2.3 (Dénotation)Soit L = (S,F ,P) un langage,M un modèle de e langage, (Vs)s∈S une familled'ensembles de variables, φ une valuation et t un terme dont les variables libres



2.1 La notion de modèle 47sont dans le domaine de φ, la dénotation du terme t dans le modèle M pour lavaluation φ est l'élément JtKφ de Ms ainsi dé�ni par réurrene sur la struturede t� JxKφ = φ(x),� Jf(t1, . . . , tn)Kφ = f̂(Jt1Kφ, . . . , JtnKφ).Soit A une proposition dont les variables libres sont dans le domaine de φ,la dénotation de la proposition A dans le modèle M pour la valuation φ estl'élément JAKφ de B ainsi dé�ni par réurrene sur la struture de A� JP (t1, . . . , tn)Kφ = P̂ (Jt1Kφ, . . . , JtnKφ),� J⊤Kφ = ⊤̂,� J⊥Kφ = ⊥̂,� J¬AKφ = ¬̂(JAKφ),� JA ∧ BKφ = ∧̂(JAKφ, JBKφ),� JA ∨ BKφ = ∨̂(JAKφ, JBKφ),� JA ⇒ BKφ = ⇒̂(JAKφ, JBKφ),� J∀x AKφ = ∀̂({JAKφ,x=a | a ∈ Ms}),� J∃x AKφ = ∃̂({JAKφ,x=a | a ∈ Ms}).Proposition 2.1 (Substitution)
J(u/x)tKφ = JtKφ,x=JuKφ

J(u/x)AKφ = JAKφ,x=JuKφDémonstration. Par réurrene sur la struture de t et sur elle de A.Dé�nition 2.4 (Validité)Soit L = (S,F ,P) un langage,M un modèle de e langage, (Vs)s∈S une familled'ensembles de variables. Une proposition lose est valide dans le modèle M si
JAK∅ appartient à l'ensemble B+. On dit aussi dans e as que M est un modèlede A.Une proposition A qui ontient les variables libres x1, . . . , xn est valide dansle modèleM si la proposition lose ∀x1 . . . ∀xn A l'est, 'est-à-dire si pour toutevaluation φ, dont le domaine ontient les variables x1, . . . , xn, JAKφ appartientà l'ensemble B+.Un séquent A1, . . . , An ⊢ B1, . . . , Bp est valide dans le modèle M si laproposition (A1 ∧ . . . ∧ An) ⇒ (B1 ∨ . . . ∨ Bp) l'est.Une théorie T est valide dans un modèle si tous ses axiomes le sont.



48 2. Les modèlesDé�nition 2.5 (Modèle bivalué)Soit L = (S,F ,P) un langage. Un modèle bivalué de L est un modèle danslequel B = {0, 1}, B+ = {1}, ⊤̂ = 1, ⊥̂ = 0 et ¬̂, ∧̂, ∨̂, ⇒̂ ∀̂ et ∃̂ sont lesfontions
¬̂ 0 1

1 0

∧̂ 0 1

0 0 0

1 0 1

∨̂ 0 1

0 0 1

1 1 1

⇒̂ 0 1

0 1 1

1 0 1

∀̂ {0} {0, 1} {1}

0 0 1

∃̂ {0} {0, 1} {1}

0 1 1Dans la suite de e livre, tous les modèles seront bivalués.Exerie 2.1On onsidère le langage à une sorte de termes formé d'un symbole de fontionbinaire + et d'un symbole de prédiat binaire =. Soit M1 le modèle formé del'ensemble N, de l'addition sur N et de la fontion aratéristique de l'égalitésur N, 'est-à-dire de la fontion =̂ de N2 dans {0, 1} telle que =̂(n, p) = 1 si
n = p et =̂(n, p) = 0 sinon. La proposition ∀x∀y∃z (x + z = y) est-elle validedans e modèle ?Même question pour le modèle M2 formé de l'ensemble Z de l'addition etde la fontion aratéristique de l'égalité sur Z.La proposition ∀x∀y (x+y = y+x) est-elle valide dans M1 ? Et dans M2 ?Donner un exemple de modèle dans lequel ette proposition n'est pas valide.2.2 Le théorème de orretionUn intérêt de la notion de modèle est que la validité dans un modèle est uninvariant de la démontrabilité : tous les séquents démontrables sont don validesdans tous les modèles. De e fait, si une proposition est démontrable dans unethéorie, alors elle est valide dans tous les modèles de ette théorie. Cela donneune méthode pour montrer qu'une proposition n'est pas démontrable dans uneertaine théorie : il su�t de montrer qu'il existe un modèle de ette théoriedans lequel elle n'est pas valide. Ce prinipe est exprimé par la deuxième formedu théorème de orretion i-après.



2.2 Le théorème de orretion 49Proposition 2.2Si un séquent A1, . . . , An ⊢ B1, . . . , Bp est démontrable en dédution naturelle,alors il est valide dans tous les modèles.Démonstration. Par réurrene sur la struture des démonstrations.De ette proposition, on peut déduire le théorème de orretion qui peut seformuler sous trois formes équivalentes.Théorème 2.1 (Corretion)Soit T une théorie et A une proposition.1. Si A est démontrable dans T , alors A est valide dans tous les modèles de
T .2. S'il existe un modèle de T qui n'est pas un modèle de A, alors A n'est pasdémontrable dans T .3. Si T a un modèle, alors T est ohérente.Démonstration. Soit M un modèle de la théorie T et A une proposition dé-montrable dans T . Il existe un sous-ensemble �ni H1, . . . , Hn de T , tel que leséquent H1, . . . , Hn ⊢ A soit démontrable. D'après la proposition 2.2, e sé-quent est valide dans M, 'est-à-dire que la proposition (H1 ∧ . . . ∧ Hn) ⇒ Aest valide dans e modèle. Les propositions H1, . . .Hn étant valides dans Mon en déduit que A également est valide dans M, e qui montre la proposition(1.) La proposition (2.) est une onséquene triviale de (1.) et la proposition(3.) est une onséquene de (2.), en prenant A = ⊥.Exerie 2.2Soit la théorie formée de l'axiome P (c)∨Q(c). Montrer que la proposition P (c)n'est pas démontrable dans ette théorie. Montrer que la proposition ¬P (c)n'est pas démontrable non plus. Qu'en est-il de la proposition Q(c) ?On peut utiliser le théorème de orretion pour démontrer que l'axiome del'in�ni n'est pas démontrable à partir des autres axiomes ZF .Dé�nition 2.6 (L'ensemble des ensembles héréditairement �nis)Soit Vn la suite d'ensembles dé�nie par réurrene par V0 = ∅ et Vi+1 = ℘(Vi).Soit Vω = ∪iVi.



50 2. Les modèlesProposition 2.3Soit le modèle M = (Mι,Mσ, ǫ̂2, =̂, ∈̂) où Mι = Vω, Mσ = ℘(Mι × Mι),
ǫ̂2 la fontion de Mι ×Mι ×Mσ dans {0, 1} telle que ǫ̂2(a, b, c) = 1 si (a, b)appartient à c et ǫ̂2(a, b, c) = 0 sinon, =̂ la fontion de Mι ×Mι dans {0, 1}telle que =̂(a, b) = 1 si a = b et =̂(a, b) = 0 sinon, ∈̂ la fontion de Mι ×Mιdans {0, 1} telle que ∈̂(a, b) = 1 si a appartient à b et ∈̂(a, b) = 0 sinon.Le modèle M est un modèle de tous les axiomes de ZF sauf l'axiome del'in�ni.Démonstration. On montre, par exemple, que 'est un modèle de l'axiome dela réunion. Remarquons tout d'abord que la réunion d'une famille de parties de
Vj étant une partie de Vj , la réunion d'une famille d'éléments de Vj+1 est unélément de Vj+1. On montre ensuite que, si c est un élément de Vω , la réunion
⋃

b∈c b des éléments de c appartient également à Vω. Comme c ∈ Vω , il existe,par dé�nition de Vω , un entier i non nul tel que c ∈ Vi. Si i = 1, c = ∅ et laréunion des éléments de c est également l'ensemble vide, 'est don un élémentde Vω. Sinon, il existe un entier j tel que i = j + 2. On a c ∈ Vj+2, don
c ⊆ Vj+1 et les éléments de c appartiennent à Vj+1. C'est don aussi le as dela réunion des éléments de c, qui appartient don à Vω . On a don

J∀w (w ∈ z ⇔ (∃v (w ∈ v ∧ v ∈ x)))Kx=c,z=
S

b∈c
b = 1et don

J∀x∃z∀w (w ∈ z ⇔ (∃v (w ∈ v ∧ v ∈ x)))K = 1On montre de même que l'axiome d'extensionalité, l'axiome des parties etl'axiome de remplaement sont valides dans e modèle.Les axiomes de l'égalité et le shéma de ompréhension binaire sont trivia-lement valides dans e modèle.On montre en�n, par l'absurde, que l'axiome de l'in�ni n'est pas validedans e modèle. On ommene par montrer, par réurrene sur i, que tous leséléments de Vi sont des ensembles �nis. On en déduit que tous les éléments de
Vω sont des ensembles �nis.Si l'axiome de l'in�ni était valide dans Vω, il existerait un ensemble a dans
Vω qui ontient l'ensemble vide et qui ontient l'ensemble b ∪ {b} haque foisqu'il ontient un ensemble b. Cet ensemble ontiendrait don tous les élémentsde la suite dé�nie par réurrene par : e0 = ∅, e1 = {e0}, e2 = {e0, e1}, e3 =

{e0, e1, e2}, . . . , ei+1 = ei ∪ {ei}, . . . Ces éléments étant tous distints, l'en-semble a serait in�ni.Proposition 2.4L'axiome de l'in�ni n'est pas démontrable à partir des autres axiomes de ZF .



2.3 Le théorème de omplétude 51Démonstration. Tous les axiomes de ZF , sauf l'axiome de l'in�ni, sont validesdans le modèle M de la proposition 2.3.2.3 Le théorème de omplétudeNous avons vu que, d'après le théorème de orretion, si une proposition Aest démontrable dans une théorie T , alors elle est valide dans tous les modèles deette théorie. Le théorème de omplétude, démontré par K. Gödel en 1930, maisqui n'est pas le élèbre théorème de Gödel, est la réiproque de e théorème.2.3.1 Les trois formes du théorème de omplétudeComme le théorème de orretion, le théorème de omplétude peut se for-muler sous trois formes équivalentes.Théorème 2.2 (Complétude)Soit T une théorie et A une proposition.1. Si A est valide dans tous les modèles de T , alors A est démontrable dans
T .2. Si A n'est pas démontrable dans T , alors il existe un modèle de T qui n'estpas un modèle de A.3. Si T est ohérente, alors T a un modèle.Les formes (1.) et (2.) sont trivialement équivalentes. La forme (3.) est uneonséquene de (2.) en prenant A = ⊥. Montrons que la forme (2.) est uneonséquene de (3.). Considérons une théorie T et une proposition A qui n'estpas démontrable dans ette théorie. D'après la proposition 1.7, la proposition

⊥ n'est pas démontrable dans la théorie T ,¬A. D'après (3.), la théorie T ,¬Aa don un modèle. Ce modèle est un modèle de T , mais pas un modèle de A.2.3.2 La démonstration du théorème de omplétudeNous allons démontrer le théorème de omplétude dans sa forme (3.) etnous restreindre au as d'un langage �ni ou dénombrable.



52 2. Les modèlesSoit L = (S,F ,P) un tel langage et T une théorie ohérente dans e langage.Nous devons onstruire un modèle de ette théorie. L'idée est de dé�nir ledomaine Ms omme l'ensemble des termes los de sorte s, de dé�nir la fontion
f̂ omme la fontion qui aux termes los t1, . . . , tn assoie le terme f(t1, . . . , tn)et de dé�nir la fontion P̂ omme la fontion qui à t1, . . . , tn assoie 1 ou 0selon que la proposition P (t1, . . . , tn) est démontrable ou non.Cependant, même en supposant la théorie T ohérente, le modèle ainsionstruit n'est pas toujours un modèle de ette théorie. Si la théorie T estonstituée, par exemple, d'un seul axiome P (c)∨Q(c), ni la proposition P (c) nila proposition Q(c) ne sont démontrables � voir l'exerie 2.2. Don, en suivantla onstrution i-avant, nous serons amenés à poser P̂ (c) = 0 et Q̂(c) = 0.Ainsi, la proposition P (c) ∨ Q(c) ne sera pas valide dans e modèle.Pour que ette onstrution fontionne, il est don néessaire, dans un pre-mier temps, de ompléter la théorie : quand une proposition A est indéterminée,'est-à-dire que ni A ni ¬A ne sont démontrables, il faut faire un hoix et ajou-ter l'axiome A ou l'axiome ¬A. Si, dans et exemple, on ajoute l'axiome P (c)alors, en onstruisant le modèle, on sera amené à poser P̂ (c) = 1 et, de e fait,la proposition P (c) ∨Q(c) sera valide dans le modèle. Si, en revanhe, on posel'axiome ¬P (c), alors la proposition Q(c) devient démontrable, en onstruisantle modèle, on sera amené à poser Q̂(c) = 1 et la proposition P (c) ∨ Q(c) seradon enore valide.Toutefois, ompléter ainsi la théorie n'est pas su�sant. Par exemple, pourla théorie ¬P (c), ∃x P (x), la onstrution i-avant nous mène à poser M = {c}et P̂ (c) = 0. La proposition ∃x P (x) n'est don pas valide dans e modèle. Leproblème est ii qu'il n'y a pas de terme los témoin du fait qu'il existe unobjet qui véri�e la propriété P . Il est don néessaire, avant de onstruire lemodèle i-avant d'ajouter une onstante d et l'axiome P (d). Cette onstante ds'appelle le témoin de Henkin de la proposition ∃x P (x).La démonstration du théorème de omplétude demande don de montrerd'abord la proposition suivante.Proposition 2.5Soit L = (S,F ,P) un langage et T une théorie ohérente dans e langage. Ilexiste un langage L′ tel que L ⊆ L′ et une théorie U dans le langage L′ telleque T ⊆ U et qui véri�e les propriétés suivantes.1. La théorie U est ohérente.2. Pour toute proposition lose A dans le langage L′, la proposition A estdémontrable dans U ou la proposition ¬A est démontrable dans U .3. Si la proposition ∃x A est démontrable dans U , alors il existe une onstante

c telle que (c/x)A soit démontrable dans U .



2.3 Le théorème de omplétude 53La démonstration de ette proposition est similaire à elle du théorème dela base inomplète : on examine les propositions une par une de manière àséletionner ertaines d'entre elles. Quand on examine la proposition A, onse demande si A ou ¬A sont démontrables à partir des axiomes de T et despropositions déjà séletionnées. Si A est démontrable, on la séletionne. Si ¬Aest démontrable, on la séletionne. Si ni A ni ¬A ne sont démontrables, alors onséletionne arbitrairementA. Si en outre A a la forme ∃x B, alors on séletionneégalement la proposition (c/x)B où c est une nouvelle onstante que l'on ajouteau langage.Démonstration. SoitH = {cs
i} un ensemble dénombrable ontenant une in�nitéde onstantes cs

0, c
s
1, c

s
2, . . . de haque sorte s. Soit L′ le langage (S,F ⊎H,P).Le langage L′ et les ensembles Vs étant dénombrables, l'ensemble des pro-positions de e langage est dénombrable. Soit A0, A1, A2, . . . une énumérationde et ensemble. On dé�nit la famille de théories Un ainsi. On pose U0 = T .Si An est démontrable dans la théorie Un, alors on pose B = An, si ¬An estdémontrable dans la théorie Un, alors on pose B = ¬An et si ni An ni ¬An nesont démontrables dans la théorie Un, alors on pose arbitrairement B = An. Si

B n'a pas la forme ∃x C, alors on pose Un+1 = Un ∪ {B} et si B a la forme
∃x C, alors on pose Un+1 = Un ∪ {B, (cs

i /x)C}, où s est la sorte de x et i estle plus petit entier tel que la onstante cs
i n'apparaisse pas dans Un ni dans B.Une telle onstante existe toujours, ar seules un nombre �ni de onstantes de

H apparaissent dans haque Ui. En�n, on pose U =
⋃

i Ui.On montre par réurrene sur i que toutes les théories Ui sont ohérentes.On en déduit que la théorie U , elle-même, est ohérente. En e�et, s'il existaitune démonstration de ⊥ dans U , il existerait un sous-ensemble �ni B1, . . . , Bnde U tel que le séquent B1, . . . , Bn ⊢ ⊥ soit démontrable. Chaque proposition
Bj appartiendrait à un ensembles Uij

et toutes appartiendraient à Uk où k estle plus grand des ij. La théorie Uk serait don ontraditoire, e qui n'est pasle as.Soit A une proposition lose quelonque. Il existe un indie i tel que Ai = Aet l'une des propositionsA ou ¬A est un élément de Ui+1. De e fait, la théorie Uontient l'axiome A ou l'axiome ¬A et démontre don l'une de es propositions.En�n, si la proposition ∃x A est démontrable dans U , alors il existe unindie i tel que Ai = ∃x A. Comme la théorie Ui est ohérente et démontrela proposition Ai, elle ne démontre pas la proposition ¬Ai. De e fait, Ui+1 =

Ui ∪ {∃x A, (c/x)A} pour une ertaine onstante c. La théorie U ontient donl'axiome (c/x)A et démontre don ette proposition.Proposition 2.6Soit U une théorie qui véri�e les propriétés suivantes.



54 2. Les modèles1. La théorie U est ohérente.2. Pour toute proposition lose A, la proposition A ou la proposition ¬A estdémontrable dans U .3. Si la proposition ∃x A est démontrable dans U , alors il existe un terme los
t telle que la proposition (t/x)A soit démontrable dans U .Alors� La proposition ¬A est démontrable si et seulement si la proposition An'est pas démontrable dans U .� La proposition A ∧ B est démontrable dans U si et seulement si la pro-position A est démontrable dans U et la proposition B est démontrabledans U .� La proposition A ∨ B est démontrable dans U si et seulement si la pro-position A est démontrable dans U ou la proposition B est démontrabledans U .� La proposition A ⇒ B est démontrable dans U si et seulement si si laproposition A est démontrable dans U , alors la proposition B est démon-trable dans U .� La proposition ∀x A est démontrable dans U si et seulement pour toutterme los t, la proposition (t/x)A est démontrable dans U .� La proposition ∃x A est démontrable dans U si et seulement s'il existeun terme los t, tel que la proposition (t/x)A soit démontrable dans U .Démonstration.� Si la proposition A est démontrable dans U , la théorie U étant ohérente,la proposition ¬A n'est pas démontrable dans U . Réiproquement, d'aprèsla deuxième ondition, si la proposition ¬A n'est pas démontrable dans
U , la proposition A est démontrable dans U .� Si les propositions A et B sont démontrables dans U alors la proposition
A∧B l'est également en utilisant de la règle ∧-intro. Réiproquement, sila proposition A ∧ B est démontrable dans U , les propositions A et B lesont également, en utilisant de la règle ∧-élim.� Si la proposition A ou la proposition B est démontrable dans U , alors laproposition A ∨ B l'est également, en utilisant la règle ∨-intro. Réipro-quement, si la proposition A ∨ B est démontrable dans U , alors, d'aprèsla deuxième ondition, la proposition A ou la proposition ¬A est démon-trable dans U . Dans le premier as, la proposition A est démontrable dans
U , dans le seond, omme les proposition A∨B et ¬A sont démontrables,la proposition B est démontrable dans U ave les règles axiome, ¬-élim,
⊥-élim et ∨-élim.� Supposons que si la proposition A est démontrable dans U alors la pro-position B est démontrable dans U . Dans e as, d'après la deuxième



2.3 Le théorème de omplétude 55ondition, ou bien la proposition A est démontrable dans U ou bien laproposition ¬A est démontrable dans U . Dans le premier as, la pro-position B est démontrable dans U et don la proposition A ⇒ B estdémontrable ave la règle ⇒-intro. Dans le seond, la proposition ¬A estdémontrable et don la proposition A ⇒ B est démontrable ave les règles
⇒-intro, ⊥-élim et ¬-élim. Réiproquement, si A ⇒ B est démontrabledans U , alors, si A est démontrable dans U , alors B est démontrable dans
U ave la règle ⇒-élim.� Supposons que pour tout terme los t, la proposition (t/x)A soit dé-montrable dans U . Si la proposition ∃x ¬A était démontrable dans U ,alors, d'après la troisième ondition, il existerait un terme los t telle que
¬(t/x)A soit démontrable. La théorie U serait alors ontraditoire. Laproposition ∃x ¬A n'est don pas démontrable dans U et don la propo-sition ¬∃x ¬A l'est. La proposition ∀x A est don démontrable d'après laproposition 1.8. Réiproquement, si la proposition ∀x A est démontrabledans la théorie U , toutes les propositions (t/x)A sont démontrables avela règle ∀-élim.� S'il existe un terme los t, tel que la proposition (t/x)A soit démontrabledans U alors, la proposition ∃x A est démontrable ave la règle ∃-intro.Réiproquement, si la proposition ∃x A est démontrable dans U alors,d'après la troisième ondition, il existe un terme los t telle que (t/x)Asoit démontrable dans U .On peut en�n démontrer le théorème de omplétude.Démonstration. Soit T une théorie ohérente et U la théorie onstruite à laproposition 2.5. On dé�nit le domaine Ms omme l'ensemble des termes losde sorte s du langage L′, on dé�nit la fontion f̂ omme la fontion qui auxtermes los t1, . . . , tn assoie le terme f(t1, . . . , tn) et la fontion P̂ omme lafontion qui à t1, . . . , tn assoie 1 ou 0 selon que la proposition P (t1, . . . , tn)est démontrable dans U ou non.Soit A une proposition lose. On démontre par réurrene sur la struturede la proposition A que A est démontrable dans U si et seulement si A estvalide dans e modèle. Si A est une proposition atomique, l'équivalene est unesimple onséquene de la dé�nition des fontions P̂ . Si A est de la forme B∧C,la proposition A est démontrable dans U si et seulement si les propositions Bet C le sont également � proposition 2.6 � si et seulement si les propositions

B et C sont valides dans M � hypothèse de réurrene � si et seulement sila proposition A est valide dans M. On proède de même dans les autres as.Dans ette démonstration, on s'est restreint au as des langages �nis oudénombrables. Le théorème de omplétude s'étend aux langages non dénom-brables et l'esprit de la démonstration est identique. La seule di�érene est



56 2. Les modèlesdans la démonstration de la proposition 2.5. On doit tout d'abord ajouter unensemble de onstantes de haque sorte, non pas dénombrable, mais de mêmeardinal que le langage. Ensuite, au lieu d'énumérer les propositions, il est né-essaire de bien les ordonner, en utilisant l'axiome du hoix. En�n, la familled'ensembles (Ui)i n'est plus indexée par les entiers, mais par un ordinal plusgrand.2.3.3 Les modèles égalitairesDé�nition 2.7 (Modèle égalitaire)Soit L un langage qui ontient des prédiats =s de sorte (s, s) pour ertainessortes s et T une théorie qui ontient au moins les axiomes de l'égalité poures sortes. On appelle modèle égalitaire de la théorie T un modèle dans lequelles fontions =̂s sont les fontions dé�nies sur Ms par =̂s(x, y) = 1 si x = y et
=̂s(x, y) = 0 sinon.Proposition 2.7 (Complétude pour les modèles égalitaires)Soit une théorie T ontenant au moins les axiomes de l'égalité, alors si T estohérente, elle a un modèle égalitaire.Démonstration. La théorie étant ohérente, elle a un modèle M. Sur lessortes s munies d'un prédiat d'égalité, on dé�nit la relation Rs qui relie aet b quand =̂(a, b) = 1. Cette relation est une relation d'équivalene. On pose
M′

s = Ms/Rs. Le modèle M étant un modèle des axiomes de l'égalité, toutesfontions f̂ et P̂ passent au quotient. On dé�nit ainsi un modèle égalitaire M′qui valide les mêmes propositions que M. C'est don un modèle de T .2.3.4 Les démonstrations de ohérene relativeUne appliation importante du théorème de omplétude est qu'il permetde faire des démonstrations de ohérene relative. Le modèle Vω onstruit à lasetion 2.2 est un modèle de la théorie ZF f , 'est-à-dire de la théorie formée desmêmes axiomes que ZF mais dans laquelle l'axiome de l'in�ni a été remplaépar sa négation. La onstrution de e modèle peut se formaliser dans ZF , 'est-à-dire que la proposition � Il existe un modèle de ZF f � est démontrable dans
ZF . D'après le théorème de orretion, on peut en déduire que la proposition� La théorie ZF f est ohérente � est démontrable dans ZF .



2.3 Le théorème de omplétude 57Cette situation est ependant exeptionnelle. Si, au lieu de et exempleélémentaire de ZF f , on onsidère les exemples plus intéressants de ZFC oude ZF¬C obtenus en ajoutant aux axiomes de ZF respetivement l'axiome duhoix et sa négation, alors, une onséquene du seond théorème d'inomplétudede Gödel � qui ne sera pas abordé dans e livre, mais qui montre que sousdes onditions assez générales, la ohérene d'une théorie ne peut pas êtredémontrée dans ette même théorie � est qu'il est impossible de démontrer,dans ZF , la ohérene de ZF et a fortiori elle de ZFC ou ZF¬C.En revanhe, il est possible de démontrer dans ZF des théorèmes de ohé-rene relative. Ainsi, K. Gödel a démontré que si la théorie ZF est ohérente,alors la théorie ZFC également et A. Fraenkel et A. Mostowski que si la théorie
ZF est ohérente, alors la théorie ZF¬C également.Autrement dit, pour démontrer la ohérene des théories ZFC et ZF¬C, onajoute l'axiome � La théorie ZF est ohérente � aux mathématiques ordinaires,formalisables dans ZF . Ensuite, es démonstrations utilisent le théorème deomplétude, pour déduire, de la ohérene de ZF , l'existene d'un modèle de
ZF , puis elles onstruisent un modèle de ZFC ou ZF¬C en utilisant e modèle.Exerie 2.3Dans et exerie, inspiré de la démonstration de Fraenkel et Mostowski de laohérene relative de ZF¬C, on montre que si ZF est ohérente, alors ZF+ estohérente, où ZF+ est la théorie obtenue en ajoutant à ZF l'axiome ∃x (x ∈ x).Autrement dit, si ZF est ohérente, alors elle ne démontre pas la proposition
¬∃x (x ∈ x).1. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes.(a) Si ZF est ohérente alors ZF+ est ohérente.(b) Si ZF a un modèle alors ZF+ a un modèle.() Si ZF a un modèle égalitaire alors ZF+ a un modèle égalitaire.On se propose de démontrer la proposition (). Soit M = (M, C, ǫ̂2, ∈̂) unmodèle égalitaire de ZF .2. Montrer qu'il existe dans M un élément 0 tel que l'on n'ait a ∈̂ 0 pourauun élément a de M. Montrer qu'il existe dans M un élément 1 tel quepour tout élément a de M, on ait a ∈̂ 1 si et seulement si a = 0.Soit f la bijetion de M dans M dé�nie par f(0) = 1, f(1) = 0 et f(a) = asi a est distint de 0 et 1. Soit M′ le modèle (M, C, ǫ̂2, ∈̂

′
) où ∈̂

′ est larelation dé�nie par a ∈̂
′
b si et seulement si a ∈̂ f(b). On veut montrer que

M′ est un modèle égalitaire de ZF+.3. Montrer qu'il existe une proposition Zéro telle que JZéroKMx=a = 1 si etseulement si a = 0. Montrer qu'il existe une proposition Un telle que



58 2. Les modèles
JUnKMx=a = 1 si et seulement si a = 1. Montrer qu'il existe une propo-sition F telle que JF KMx=a,y=b = 1 si et seulement si b = f(a). Montrer qu'ilexiste une proposition E telle que JEKMx=a,y=b = 1 si et seulement si a ∈̂

′
b.Montrer que M′ est un modèle du shéma de ompréhension des lassesbinaires.4. Montrer que l'axiome d'extensionalité est valide dans M′.5. Soit a un élément de M. On pose a1 = f(a). Montrer qu'il existe unélément a2 de M tel que x ∈̂ a2 si et seulement s'il existe un y tel que

x = f(y) et y ∈̂ a1. Montrer qu'il existe un élément a3 de M tel que x ∈̂ a3si et seulement s'il existe un z tel que x ∈̂ z et z ∈̂ a2. Soit a4 = f−1(a3).Montrer que x ∈̂
′
a4 si et seulement s'il existe un y tel que x ∈̂

′
y et y ∈̂

′
a.Montrer que l'axiome de la réunion est valide dans M′.6. Soit a un élément de M. On pose a1 = f(a). Montrer qu'il existe unélément a2 de M tel que x ∈̂ a2 si et seulement si pour tout z, z ∈̂ ximplique z ∈̂ a1. Montrer qu'il existe un élément a3 de M tel que x ∈̂ a3si et seulement f(x) ∈̂ a2. Soit a4 = f−1(a3). Montrer que x ∈̂

′
a4 si etseulement si pour tout z, z ∈̂

′
x implique z ∈̂

′
a. Montrer que l'axiome del'ensemble des parties est valide dans M′.7. Soit a un élément de M et r un élément de C qui est une lasse binairefontionnelle, 'est-à-dire tel que si a, b ǫ̂2 r et a, b′ ǫ̂2 r alors b = b′. Onpose a1 = f(a). Montrer qu'il existe un élément a2 de M tel que x ∈̂ a2 siet seulement s'il existe un y tel que y ∈̂ a1 et y, x ǫ̂2 r. Soit a3 = f−1(a2).Montrer que x ∈̂

′
a3 si et seulement s'il existe un y tel que y ∈̂

′
a et y, x ǫ̂2 r.Montrer que l'axiome de remplaement est valide dans M′.8. Dans ette question on admettra le résultat suivant, démontré à l'exerie1.18 : Si a est un élément de M et r un élément de C qui est une lassebinaire fontionnelle, alors il existe un élément E de M tel que a ∈̂ E etsi x ∈̂ E et x, x′ ǫ̂2 r alors x′ ∈̂ E.Montrer que il n'existe pas d'objet a tel que a ∈̂

′
1.Soit a un élément de M. Soit S(a) l'élément de M tel que x ∈̂ S(a) si etseulement si x ∈̂ a ou x = a et S′(a) l'élément de M tel que x ∈̂

′
S′(a)si et seulement si x ∈̂

′
a ou x = a. Montrer que si a n'est ni 0 ni 1, alors

S′(a) = S(a). Quel est l'objet S′(0) ? Et l'objet S′(1) ? Montrer que lalasse binaire r telle que a, b ǫ̂2 r si b = S′(a) appartient à C et qu'elle estfontionnelle.Montrer qu'il existe un ensemble I ′ qui ontient 1 et tel que si a ∈̂ I ′ alors
S′(a) ∈̂ I ′.Montrer que l'axiome de l'in�ni est valide dans M′.9. Montrer que 0 ∈̂

′
0. Montrer que la proposition ∃x (x ∈ x) est valide dans

M′.



2.3 Le théorème de omplétude 592.3.5 La onservativitéDé�nition 2.8 (Extension)Soient L et L′ deux langages tels que L ⊆ L′. Soit T une théorie exprimée dans
L et T ′ une théorie exprimée dans L′. La théorie T ′ est une extension de T sitoutes les propositions démontrables dans T sont démontrables dans T ′.Dé�nition 2.9 (Extension onservatrie)Soient L et L′ deux langages tels que L ⊆ L′. Soit T une théorie exprimée dans
L et T ′ une théorie exprimée dans L′ qui est une extension de T . La théorie
T ′ est une extension onservatrie de T si toutes les propositions de L qui sontdémontrables dans T ′ sont démontrables dans T .Par exemple, si le langage L ontient une onstante c et un symbole deprédiat P et que la théorie T est formée de l'axiome P (c), alors, en ajoutantune onstante d et l'axiome P (d), on obtient une extension onservatrie : ertesla proposition P (d) est démontrable dans T ′ alors qu'elle ne l'était pas dans T ,mais, omme nous allons le voir, toutes les propositions du langage L � e quin'est pas le as de P (d) � qui sont démontrables dans T ′ le sont égalementdans T .En revanhe, si le langage L ontient une onstante c et un symbole deprédiat P et que la théorie T est vide, alors, en ajoutant une onstante det l'axiome P (d), on obtient une extension qui n'est pas onservatrie, ar laproposition ∃x P (x), qui est bien formée dans T , est démontrable dans T ′ maispas dans T .Si ela est possible dans les as simples omme elui-i, il est en généraldi�ile de montrer qu'une extension est onservatrie en montrant diretementqu'une démonstration dans T ′ se traduit en une démonstration dans T . Enrevanhe le théorème de omplétude fournit un outil e�ae pour montrerqu'une théorie est une extension onservatrie d'une autre.Dé�nition 2.10 (Extension d'un modèle)Soit L et L′ deux langages tels que L ⊆ L′. Soient M un modèle de L et M′un modèle de L′. Le modèle M′ est une extension de M si pour toute sorte sde L on a Ms = M′

s et pour tout symbole de fontion ou de prédiat f de Lon a f̂M = f̂M′ .



60 2. Les modèlesProposition 2.8Soit L un langage et T une théorie exprimée dans e langage. Soit L′ un langagetel que L ⊆ L′ et T ′ une théorie dans L′ telle que T ⊆ T ′. Si pour tout modèle
M de T il existe une extension M′ de M qui est un modèle de T ′, alors T ′est une extension onservatrie de T .Démonstration. Soit A une proposition du langage L qui est démontrable dans
T ′. Soit M un modèle quelonque de T , il existe un modèle M′ de T ′ quiest une extension de M. Le modèle M′ étant un modèle de T ′, la proposition
A est valide dans M′, don sa dénotation dans M′ est 1. Comme M′ estune extension de M la dénotation de A dans M est la même, 'est-à-dire 1également. La proposition A est don valide dans M. La proposition A étantvalide dans tous les modèles de T , elle est démontrable dans T .Par exemple, si L ontient c et P et que la théorie T est formé de l'axiome
P (c), en ajoutant une onstante d et l'axiome P (d) on obtient une extensiononservatrie. En e�et, un modèle M de T s'étend en un modèle de T ′ enposant d̂ = ĉ.Exerie 2.4À l'exerie 1.6, nous avons montré que les propositions A et les théories Texprimées dans un langage à plusieurs sortes de termes pouvaient se relativiseren des propositions |A| et des théories |T | d'un langage à une seule sorte determes, de manière à e que, si la proposition lose A est démontrable dans T ,alors la proposition |A| est démontrable dans |T |.Montrer que, réiproquement, si |A| est démontrable dans |T | alors A estdémontrable dans T .Quand on formule l'arithmétique ou la théorie des ensembles on peut éviterd'utiliser la notion de lasse, et don les sortes κ et σ et les symboles ǫ et ǫ2,en remplaçant haque axiome qui utilise les lasses par un shéma d'axiome,'est-à-dire une in�nité d'axiomes : par exemple, l'axiome de réurrene estremplaé par le shéma de réurrene qui est l'ensemble ontenant, pour haqueproposition A, l'axiome

∀x1 . . . ∀xn ((0/y)A ⇒ ∀m ((m/y)A ⇒ (S(m)/y)A) ⇒ ∀n (n/y)A)où x1, . . . , xn sont les variables libres de A distintes de y. Par exemple, laproposition y + 0 = y donne l'axiome
0 + 0 = 0 ⇒ ∀m (m + 0 = m ⇒ S(m) + 0 = S(m)) ⇒ ∀n (n + 0 = n)



2.3 Le théorème de omplétude 61On obtient alors la théorie suivante.Dé�nition 2.11Le langage de l'arithmétique ontient une onstante 0, un symbole de fontionunaire S, deux symboles de fontion binaire + et × et un symbole de prédiatbinaire =. Aux axiomes de l'égalité, on ajoute les axiomes
∀x∀y (S(x) = S(y) ⇒ x = y)

∀x ¬(0 = S(x))

∀x1 . . . ∀xn ((0/y)A ⇒ ∀m ((m/y)A ⇒ (S(m)/y)A) ⇒ ∀n (n/y)A)

∀y (0 + y = y)

∀x∀y (S(x) + y = S(x + y))

∀y (0 × y = 0)

∀x∀y (S(x) × y = (x × y) + y)On peut montrer que la théorie ave une sorte de termes pour les lassesest une extension onservatrie de ette théorie et, plus généralement, qu'unethéorie qui ontient un shéma d'axiome a une formulation alternative dans lathéorie des lasses en remplaçant e shéma par un axiome unique. La notionde shéma d'axiome étant un peu lourde à dé�nir dans le as général, on montree résultat uniquement pour le as de l'arithmétique.Proposition 2.9La formulation de l'arithmétique de la dé�nition 1.33 est une extension onser-vatrie de elle de la dé�nition 2.11.Démonstration. Chaque instane du shéma de réurrene peut se démontrerdans la théorie de la dé�nition 1.33. Cette théorie est don une extension deelle de la dé�nition 2.11. Pour montrer que ette extension est onservatrie,on montre que tout modèle de la théorie de la dé�nition 2.11 s'étend en unmodèle de la théorie de la dé�nition 1.33.Soit (M, 0̂, Ŝ, +̂, ×̂, =̂) un modèle de la théorie de la dé�nition 2.11. Unepartie E de M est dite dé�nissable dans l'arithmétique s'il existe une proposi-tion A dans le langage de la théorie de la dé�nition 2.11, dont les variables libressont parmi x1, . . . , xn, y et des éléments a1, . . . , an de M tels que b appartienneà E si et seulement si
JAKx1=a1,...,xn=an,y=b = 1



62 2. Les modèlesSoit ℘(M) l'ensemble des parties dé�nissables de M. On étend le modèle Men posant Mκ = ℘(M) et ǫ̂(b, E) = 1 si b est un élément de E et 0 sinon.Le modèle ainsi onstruit est un modèle de shéma de ompréhension. Onmontre que 'est un modèle de l'axiome de réurrene
∀c (0 ǫ c ⇒ ∀m (m ǫ c ⇒ S(m) ǫ c) ⇒ ∀n n ǫ c)Pour ela, on onsidère un élément arbitraire E de Mκ et on montre que

J(0 ǫ c ⇒ ∀m (m ǫ c ⇒ S(m) ǫ c) ⇒ ∀n n ǫ c)Kc=E = 1L'ensemble E est une partie dé�nissable de M. Soient A et a1, . . . , an uneproposition et des éléments de M dé�nissant E. Le modèle M est un modèlede l'instane du shéma de réurrene orrespondant à la proposition A et don
J(0/y)A ⇒ ∀m ((m/y)A ⇒ (S(m)/y)A) ⇒ ∀n (n/y)AKx1=a1,...,xn=an

= 1Comme les dénotations des propositions t ǫ c et (t/y)A sont identiques dansune valuation dans laquelle φc = E, φx1 = a1 . . . , φxn = an, on en déduit que
J(0 ǫ c ⇒ ∀m (m ǫ c ⇒ S(m) ǫ c) ⇒ ∀n n ǫ c)Kc=E = 1Exerie 2.5Donner une formulation de la théorie ZF ave un shéma d'axiome. Montrerque la théorie formulée ave des lasses binaires est une extension onservatriede ette théorie.Quand on formule l'axiome des parties omme à la dé�nition 1.36

∀x∃z∀w (w ∈ z ⇔ (∀v (v ∈ w ⇒ v ∈ x)))on peut montrer que si A est un ensemble, il existe un ensemble qui ontientles parties de A, mais on ne dispose pas d'une notation, omme ℘(A), pourdésigner et ensemble.Une alternative est d'introduire un symbole de fontion ℘ et l'axiome
∀x∀w (w ∈ ℘(x) ⇔ (∀v (v ∈ w ⇒ v ∈ x)))On peut montrer que la théorie ainsi obtenue est une extension onservatriede la théorie des ensembles.



2.4 D'autres usages de la notion de modèle 63Théorème 2.3 (Skolem)Soit une théorie T et A une proposition de la forme ∀x1 . . . ∀xn∃y B, démon-trable dans T , alors la théorie obtenue en ajoutant un symbole de fontion fet l'axiome ∀x1 . . .∀xn (f(x1, . . . , xn)/y)B est une extension onservatrie de
T .Démonstration. Soit M un modèle de T . On montre que e modèle s'étenden un modèle de et axiome. Soit a1, . . . , an des éléments quelonques de M,il existe un élément b de M tel que

JBKx1=a1,...,xn=an,y=b = 1pour haque n-uplet a1, . . . , an, on hoisit un tel élément b et on dé�nit f̂ ommela fontion qui, à haque n-uplet a1, . . . , an, assoie l'élément b orrespondant.
2.4 D'autres usages de la notion de modèleDans e hapitre, nous avons montré que la notion de modèle permettaitde démontrer de nombreuses propriétés des démonstrations, par exemple despropriétés d'indépendane, de ohérene, de ohérene relative et de onserva-tivité. Cependant, en mathématiques et en informatique, ette notion a biend'autres usages que elui d'être un outil pour étudier les démonstrations. Nousdonnons, pour �nir, quelques exemples, dans lesquels les notions de modèle etde langage sont utilisées, sans que le but soit d'étudier les démonstrations.2.4.1 Les strutures algébriquesFaire des démonstrations dans la théorie formée des axiomes de l'égalité etdes axiomes

∀x∀y∀z ((x + y) + z = x + (y + z))

∀x (x + 0 = x ∧ 0 + x = x)

∀x∃y (x + y = 0 ∧ y + x = 0)n'a pas grand intérêt. En revanhe, les modèles égalitaires de ette théorie sontintéressant en eux-mêmes : e sont les groupes. Démontrer des propriétés desmodèles de ette théorie donnera don des résultats de théorie des groupes.Donnons un exemple.



64 2. Les modèlesThéorème 2.4 (Löwenheim-Skolem)Soit L = (S,F ,P) un langage �ni ou dénombrable, T une théorie dans elangage et κ un ensemble in�ni quelonque. Si la théorie T a un modèle in�ni,elle a un modèle de même ardinal que κ.Démonstration. Ce théorème est une simple onséquene du théorème de om-plétude en ardinalité quelonque.Soit le langage (S,F ⊎κ,P ⊎{=}) obtenu en ajoutant au langage de départun symbole = et une onstante pour haque élément de κ et la théorie T ′obtenue en ajoutant à T les axiomes de l'égalité et les axiomes ¬a = b pourtout ouple (a, b) d'éléments distints de κ. Soit M un modèle in�ni de lathéorie T .Il n'est pas di�ile de montrer que tout sous-ensemble �ni de T ′ est ohé-rent : un sous-ensemble �ni de T ′ n'utilise qu'un nombre �ni de onstantes de
κ, il su�t d'étendre le modèle M en assoiant à es onstantes des élémentsdistints de M, e qui est possible ar M est in�ni, et en assoiant à toutes lesautres onstantes de κ un élément quelonque.On en déduit que la théorie T ′ elle-même est ohérente. En e�et, si elle nel'était pas, il existerait un sous-ensemble �ni Γ de T ′, tel que le séquent Γ ⊢ ⊥soit démontrable, e qui est ontraditoire puisque tous les sous-ensembles �nisde T ′ sont ohérents.Soit M′ le modèle égalitaire de T ′ onstruit dans la démonstration du théo-rème de omplétude. Ce modèle a au moins autant d'éléments que κ puisqueles éléments de κ sont assoiés à des éléments di�érents. Il est faile de dé-montrer que, l'ensemble κ étant in�ni, il y a autant de termes los du langage
(S,F ⊎κ,P ⊎{=}) que d'éléments dans κ et don que le modèle onstruit a auplus autant d'éléments que κ. Il a don exatement le même ardinal que κ.On en déduit le orollaire suivant.Proposition 2.10Il existe des groupes de toute ardinalité in�nie. Tout ensemble in�ni peut êtremuni d'une struture de groupe.Ce théorème, qui ne mentionne pas la notion de modèle ou de théorie, estdon un résultat de théorie des groupes, obtenu omme orollaire d'un résultatde logique.Le théorème de Löwenheim-Skolem a aussi omme onséquene l'existenede modèles égalitaires non dénombrables de l'arithmétique, et plus générale-ment de toute théorie qui a N omme modèle. Ce résultat peut surprendre, ar



2.4 D'autres usages de la notion de modèle 65tous les modèles égalitaires de l'arithmétique semblent, à première vue, avoir lemême ardinal que N. En e�et, onsidérons un modèle égalitaire M de l'arith-métique et l'appliation F de N dans M qui à n assoie Ŝn(0̂). L'image I deette fontion ontient 0̂, elle est lose par Ŝ et M est un modèle de l'axiomede réurrene. Il semble don que tous les éléments de M appartiennent à I etque M est don au plus dénombrable. Où l'erreur se trouve-t-elle ?L'erreur vient de e que nous avons abusivement onsidéré que dans unmodèle M de l'axiome de réurrene, tout ensemble I qui ontient 0̂ et qui estlos par Ŝ ontient l'ensemble M en entier, alors que ela n'est vrai que quand
I appartient à l'ensemble Mκ. Or, le shéma d'axiome de ompréhension nousimpose que Mκ ontienne les sous-ensembles de M qui sont dé�nissables parune proposition A et ela n'est pas le as de l'ensemble I. Autrement dit, parmila multitude non dénombrable de parties de N, le shéma de ompréhensionpose l'existene du petit nombre � dénombrable � d'ensembles dé�nissableset l'axiome de réurrene a�rme que si l'un de es ensembles là ontient 0 et estlos par suesseur, alors il ontient tous les entiers. Ce qui laisse un importantdegré de liberté.Dé�nition 2.12 (Modèle standard)Un modèle standard de la théorie des lasse est un modèle dans lequel Mκ =

℘(Mι).Exerie 2.6Montrer que tous les modèles standards de l'arithmétique ont même ardinalque N.De même, alors que l'on sait que tous les orps totalement ordonnés, ar-himédiens et omplets sont isomorphes à R, 'est-à-dire que tous les modèlesstandards de la théorie des orps totalement ordonnés, arhimédiens et om-plets sont isomorphes à R, il existe des modèles non standards de ette théoriequi sont dénombrables.Ce onept de modèle standard est essentiel pour les appliations de la théo-rie des modèles en algèbre. En revanhe, il a un intérêt limité quand on utilisela notion de modèle pour étudier les démonstrations ar, d'après le théorèmede Löwenheim-Skolem, il n'y a pas de théorie exprimée dans un langage �ni oudénombrable dont tous les modèles soient standards.



66 2. Les modèles2.4.2 La dé�nissabilitéUne deuxième appliation de la notion de modèle est la dé�nition de lanotion d'ensemble, et plus généralement de relation, dé�nissable.Dé�nition 2.13SoitM un ensemble et R1, . . . , Rn des relations sur et ensemble. On dit qu'unerelation S sur M est dé�nissable dans la struture (M, R1, . . . , Rn) s'il existeune proposition A, dans le langage formé des symboles P1, . . . , Pn et ontenantdes variables libres x1, . . . , xp, telle que les éléments a1, . . . , ap soient reliés par
S si et seulement si

JAKx1=a1,...,xn=an
= 1dans le modèle (M, R1, . . . , Rn).Si R1 et R2 sont deux relations binaires, l'intersetion de es deux relationsest dé�nissable à partir de R1 et R2, par la proposition P1(x, y)∧P2(x, y). Plusgénéralement, si deux relations de même arité sont dé�nissables, leur interse-tion l'est également. L'ensemble des relations dé�nissables est don los parintersetion. Cet ensemble est également los par réunion et omplémentation.Cependant l'ensemble des relations dé�nissables ontient bien plus d'élémentsque l'ensemble indutivement dé�ni omme le plus petit ensemble ontenant

R1, . . . , Rn et los par intersetion, réunion et omplémentation. En e�et, lapossibilité d'utiliser plusieurs fois la même variable et de permuter les variablespermet, par exemple, de dé�nir l'ensemble des objets en relation ave eux-mêmes, P (x, x), ou la relation réiproque d'une relation, P (y, x), mais 'estsurtout l'utilisation des quanti�ateurs qui donne toute sa rihesse à et en-semble, puisqu'il devient possible de dé�nir, par exemple, la omposée de deuxrelations, ∃z (P1(x, z) ∧ P2(z, y)).Cependant, toutes les relations ne sont pas dé�nissables. On peut, parexemple, démontrer que la l�ture ré�exive-transitive d'une relation n'est pasdé�nissable à partir de ette relation.En théorie des bases de données, les relations dé�nissables orrespondentaux requêtes exprimables.



Deuxième partie
Les algorithmes





3Les fontions alulables

Nous nous intéressons dans e hapitre à des algorithmes qui prennent enargument des entiers p1, . . . , pn et alulent un entier q. À haun de es algo-rithmes, on peut assoier la fontion de Nn dans N, qui, aux entiers p1, . . . , pn,assoie l'entier q. Une telle fontion, assoiée à un algorithme, est dite alulable.Cette notion de fontion alulable, qui abstrait et simpli�e elle d'algorithme,se révèle être la notion importante quand on étudie les limites du alul. Avantd'introduire, au hapitre 4, une vision plus opérationnelle du alul, nous om-mençons, dans e hapitre, par ette notion de fontion alulable.3.1 Les fontions alulablesSoit Fn l'ensemble des fontions partielles de N
n dans N et F la réunion des

Fn.Dé�nition 3.1 (Fontion alulable)L'ensemble des fontions alulables est le sous-ensemble de F indutivementdé�ni omme le plus petit ensemble ontenant� les projetions
x1, . . . , xn 7→ xi



70 3. Les fontions alulables� les fontions identiquement nulles
x1, . . . , xn 7→ 0� la fontion suesseur

x 7→ x + 1et los par� la omposition, 'est-à-dire l'opération assoiant, à h de Nm dans N et
g1, . . . , gm de Nn dans N, la fontion de Nn dans N

x1, . . . , xn 7→ h(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn))� la dé�nition par réurrene, 'est-à-dire l'opération assoiant à g de Nn−1dans N et h de Nn+1 dans N, la fontion f de Nn dans N dé�nie par
f(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1)

f(x1, . . . , xn−1, y + 1) = h(x1, . . . , xn−1, y, f(x1, . . . , xn−1, y))� et la minimisation, 'est-à-dire l'opération assoiant à g de Nn+1 dans Nla fontion f de Nn dans N telle que f(x1, . . . , xn) soit le plus petit entier
y tel que g(x1, . . . , xn, y) = 0.Préisons les ensembles de dé�nition de es fontions. Les projetions, lesfontions identiquement nulles et la fontion suesseur sont totales. La fontion

x1, . . . , xn 7→ h(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)) est dé�nie en p1, . . . , pn siles fontions g1, . . . , gm sont toutes dé�nies en p1, . . . , pn et si la fontion hest dé�nie en g1(p1, . . . , pn), . . . , gm(p1, . . . , pn). Une fontion f dé�nie parréurrene à partir des fontions g et h est dé�nie en p1, . . . , pn−1, 0 si g estdé�nie en p1, . . . , pn−1 et elle est dé�nie en p1, . . . , pn−1, q + 1 si elle est dé�nieen p1, . . . , pn−1, q et si h est dé�nie en p1, . . . , pn−1, q, f(p1, . . . , pn−1, q). Lafontion f dé�nie par minimisation d'une fontion g est dé�nie en p1, . . . , pns'il existe un entier q tel que g soit dé�nie et non nulle en p1, . . . , pn, r pourtout r stritement inférieur à q et si elle est dé�nie et nulle en p1, . . . , pn, q.C'est ette dernière règle qui introduit la partialité. Les trois premièresrègles ne permettent de onstruire que des fontions totales et les deux suivantespréservent ette totalité. En revanhe, la minimisation transforme la fontiontotale x, y 7→ x en une fontion partielle, qui prend la valeur 0 en 0, mais n'estdé�nie nulle part ailleurs. En e�et, si p est un entier non nul, il n'existe pas de
q tel que (x, y 7→ x)(p, q) = 0.Comme nous le verrons à la setion 3.4.2 et au hapitre 4, le fait qu'unefontion f ne soit pas dé�nie en un entier p peut s'interpréter omme le faitque le programme qui alule la fontion f en p ne termine pas. En e�et, quand



3.1 Les fontions alulables 71une fontion f est dé�nie par minimisation d'une fontion g, on alule f(p)en alulant suessivement la valeur de g en (p, 0), en (p, 1), en (p, 2), . . .jusqu'à trouver une valeur d'annulation, s'il en existe une. S'il n'en existe pas,la reherhe d'une valeur d'annulation se poursuit indé�niment.Proposition 3.1 (La fontion prédéesseur)La fontion prédéesseur, dé�nie par f(n + 1) = n et f(0) = 0 est alulable.Démonstration. Elle est dé�nie par réurrene.Proposition 3.2 (Les quatre opérations)L'addition, la multipliation, la � soustration � dé�nie par n −̇ p = n − p si
n ≥ p et n −̇ p = 0 sinon, le quotient et le reste de la division eulidienne sontalulables.Démonstration. Les fontions +, −̇ et × se dé�nissent par réurrene. Lequotient se dé�nit à partir de es opérations ave la minimisation et le reste àpartir du quotient, de la multipliation et de la soustration.Proposition 3.3 (La fontion χ≤)La fontion aratéristique de la relation d'ordre χ≤, dé�nie par χ≤(x, y) = 1si x ≤ y et χ≤(x, y) = 0 sinon, est alulable.Démonstration. χ≤(x, y) = 1 −̇ (x −̇ y).Proposition 3.4 (Le test)Soient f , g et h trois fontions alulables. La fontion i dé�nie sur l'intersetiondes trois domaines de dé�nition de f , g et h par i(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn)si f(x1, . . . , xn) = 0 et i(x1, . . . , xn) = h(x1, . . . , xn) sinon est alulable.Démonstration. La fontion qui à trois entiers p, q, r assoie q si p = 0 et rsinon peut être dé�nie par réurrene

k(0, q, r) = q

k(p + 1, q, r) = ret la fontion i peut être dé�nie par omposition à partir de f , g, h et k.



72 3. Les fontions alulablesDé�nition 3.2 (Ensemble déidable, semi-déidable)Une partie A de N est dite déidable si sa fontion aratéristique est alulable,'est-à-dire s'il existe une fontion alulable f telle que f(x) = 1 si x ∈ A et
f(x) = 0 sinon.Elle est dite semi-déidable s'il existe une fontion alulable f telle que
f(x) = 1 si x ∈ A et f n'est pas dé�nie en x sinon.Exerie 3.1Montrer que tout ensemble déidable est semi-déidable.Dé�nition 3.3 (Les fontions réursives primitives)L'ensemble des fontions réursives primitives est indutivement dé�ni ommele plus petit ensemble de fontions ontenant les projetions, les fontions iden-tiquement nulles, la fontion suesseur et los par omposition et par dé�nitionpar réurrene.Exerie 3.2La fontion d'Akermann est dé�nie parA0(x) = 2x etAn+1(x) = An ◦ . . . ◦ An

︸ ︷︷ ︸

x fois (1).C'est-à-dire
A0(x) = 2x

An+1(0) = 1

An+1(x + 1) = An(An+1(x))1. Montrer que, pour tout i et pour tout x, Ai(x) ≥ x + 1.2. Montrer que, pour tout i, la fontion x 7→ Ai(x) est stritement roissante.3. Montrer que, pour tout x, la fontion i 7→ Ai(x) est roissante.4. Montrer que, pour tout x, A0(x) ≥ 2x et, si x ≥ 2, alors A0(x) ≥ x + 2.Montrer que, pour tout i et pour tout x, Ai(x) ≥ 2x et, si x ≥ 2, alors
Ai(x) ≥ x + 2.5. Montrer que, si x ≥ 2, alors Ai+1(x + 2) ≥ Ai(Ai(x + 2)). Montrer que, si
x ≥ 4, alors Ai+1(x) ≥ Ai(Ai(x)).6. On dit qu'une fontion f d'arité n est dominée par une fontion unaire gsi pour tout x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn) ≤ g(max(x1, . . . , xn, 4)).Montrer que les projetions, les fontions identiquement nulles et la fon-tion suesseur sont toutes dominées par la fontion A0, 'est-à-dire par lafontion x 7→ 2x.



3.2 La alulabilité sur les listes et les arbres 737. Soient g1, . . . , gm et h et des fontions respetivement dominées par lesfontions Ai1 , . . . , Aim
et Aj . Soit k le plus grand des éléments i1, . . . , imet j. Montrer que la omposée de h et g1, . . . , gm est dominée par Ak+1.8. Soient g et h des fontions dominées par Ai et Aj et soit k le plus grandélément de i et j. Soit f la fontion dé�nie par réurrene à partir de g et

h. Montrer que f(x1, . . . xn−1, y) ≤ Ak+1(y + max(x1, . . . , xn−1, 4)). Mon-trer que f(x1, . . . , xn−1, y) ≤ Ak+1(2 max(x1, . . . , xn−1, y, 4)). Montrer que
f(x1, . . . , xn−1, y) ≤ Ak+1(Ak+1(max(x1, . . . , xn−1, y, 4))).Montrer que f est dominée par Ak+2.9. Montrer que, pour toute fontion réursive primitive f , il existe un entier
i tel que f soit dominée par Ai.10. Montrer que la fontion i 7→ Ai(i) n'est pas réursive primitive.11. Montrer que la fontion d'Akermann n'est pas réursive primitive.3.2 La alulabilité sur les listes et les arbres3.2.1 La alulabilité sur les listesLa notion de fontion alulable introduite à la dé�nition 3.1 suppose queles données ave lesquelles on alule sont des entiers.On peut étendre ette notion aux listes d'entiers. Pour ela, on ommenepar assoier un entier plq à haque liste l, son numéro, puis on dit qu'unefontion qui à une liste l assoie une liste F (l) est alulable si la fontion quiau numéro de l assoie le numéro de F (l), qui est une fontion des entiers dansles entiers, est alulable.Pour assoier ainsi un entier à une liste, on utilise la fontion suivante.Dé�nition 3.4La fontion ; est dé�nie par

p; q = (p + q)(p + q + 1)/2 + p + 1Proposition 3.5La fontion ; est une bijetion de N2 dans N∗.Démonstration. Soit n un entier non nul. Soit k le plus grand entier tel que
k(k + 1)/2 ≤ n − 1 et p = n − 1 − k(k + 1)/2. De la maximalité de k, on tire



74 3. Les fontions alulables
n − 1 < (k + 1)(k + 2)/2 et don p < (k + 1)(k + 2)/2 − k(k + 1)/2 = k + 1,soit p ≤ k. On pose q = k − p et on a

n = k(k + 1)/2 + p + 1 = (p + q)(p + q + 1)/2 + p + 1 = p; qLa fontion ; est don surjetive.Si maintenant p; q = p′; q′, alors soit k le plus grand entier tel que k(k +

1)/2 ≤ (p; q) − 1. On a k(k + 1)/2 ≤ (p; q) − 1 = (p + q)(p + q + 1)/2 + p <

(p+q)(p+q+1)/2+p+q+1 = (p+q+1)(p+q+2)/2, et don k < p+q+1, 'est-à-dire k ≤ p+q. On a également (p+q)(p+q+1)/2 ≤ (p+q)(p+q+1)/2+p =

(p; q) − 1 < (k + 1)(k + 2)/2 et don p + q < k + 1, 'est-à-dire p + q ≤ k. Onen déduit p+ q = k. De même, on a p′ + q′ = k et don p′ + q′ = p + q. Comme
(p + q)(p + q + 1)/2 + p + 1 = (p′ + q′)(p′ + q′ + 1)/2 + p′ + 1, on en déduit
p = p′ et don q = q′. La fontion ; est don injetive.Dé�nition 3.5On appelle hd, head, la fontion qui à un entier non nul n assoie l'unique entier
p tel qu'il existe q tel que n = p; q et qui à 0 assoie 0 et tl, tail, la fontion quià un entier non nul n assoie l'unique entier q tel qu'il existe p tel que n = p; qet qui à 0 assoie 0.Proposition 3.6Les fontions ;, hd et tl sont alulables.Démonstration. La fontion ; est dé�nie à partir des quatre opérations etles deux fontions réiproques à partir des quatre opérations, de la fontionaratéristique de la relation d'ordre et de la minimisation. Elles sont donalulables.Proposition 3.7Si n 6= 0, alors hd(n) < n et tl(n) < n.Démonstration. p; q > p et p; q > q.Dé�nition 3.6 (La numérotation des listes d'entiers)À haque liste d'entiers l, on assoie un numéro de la manière suivante

pp1, . . . , pnq = p1; (p2; (. . . ; (pn; 0) . . .))



3.2 La alulabilité sur les listes et les arbres 75Proposition 3.8La fontion sub, qui, à deux entiers p et n, assoie le numéro de l'unique listede numéro p, privée de ses n premiers éléments, si ette liste a au moins néléments, et le numéro de la liste vide, 'est-à-dire 0, sinon, est alulable.Démonstration. Cette fontion est dé�nie parsub(p, 0) = psub(p, n + 1) = tl(sub(p, n))Proposition 3.9La fontion length, qui, à un entier p, assoie la longueur de la liste de numéro
p, est alulable.Démonstration. La longueur d'une liste p est le plus petit entier n tel quesub(p, n) = 0.Proposition 3.10La fontion nth, qui, à deux entiers n et p, assoie le n-ième élément de la listede numéro p, si et élément existe, et l'entier 0 sinon, est alulable.Démonstration. Cette fontion est dé�nie par nth(p, n) = hd(sub(p, n)).Le shéma de dé�nition par réurrene de la dé�nition 3.1 peut sembler,à première vue, restritif ar, pour dé�nir la valeur de h en y + 1, on peututiliser uniquement la valeur de h en y et non toutes les valeurs de h en z, pour
z < y + 1. Ainsi, il n'est pas immédiat que la fontion de Fibonai dé�nie parréurrene bien fondée par f(0) = f(1) = 1 et f(n + 2) = f(n) + f(n + 1) soitalulable.Cependant, il n'est pas di�ile de montrer que, si une fontion f estainsi dé�nie par réurrene bien fondée, la fontion F qui à x assoie
pf(0), f(1), . . . , f(x)q peut être dé�nie par réurrene ordinaire et don que
F , et don f , sont alulables.



76 3. Les fontions alulables3.2.2 La alulabilité sur les arbresIl est également utile d'étendre la notion de alulabilité aux expressionsd'un langage et plus généralement aux arbres, ar ela nous permettra, entreautres exemples, de aluler ave des programmes, des propositions et des dé-monstrations.Pour étendre ainsi la notion de fontion alulable, on ommene par asso-ier un entier à haque arbre, son numéro, puis on dit qu'une fontion qui à unarbre t assoie un arbre F (t) est alulable si la fontion qui au numéro de tassoie le numéro de F (t), qui est une fontion des entiers dans les entiers, estalulable.Dé�nition 3.7 (La numérotation des arbres)Soit E un ensemble muni d'une injetion dans N qui, à haque élément f de E,assoie son numéro pfq. On assoie, à haque arbre t, étiqueté par des élémentsde E, un numéro ptq, par réurrene struturelle, de la manière suivante
pf(t1, . . . , tn)q = pfq; (pt1q; (pt2q; . . . (ptnq; 0) . . .))On peut ainsi numéroter tous les arbres étiquetés par les éléments d'unensemble �ni E : il su�t pour ela d'assoier un entier quelonque à haqueélément de E. Et on montre que l'ensemble des fontions alulables est indé-pendant de la numérotation hoisie des éléments de l'ensemble E.Mais bien souvent l'ensemble E est in�ni et est lui-même un ensembled'arbres. Ainsi, les démonstrations sont des arbres étiquetés par des séquents,qui sont eux-mêmes des arbres étiquetés par des propositions, qui sont elles-mêmes des arbres étiquetés par des variables, des symboles de fontion et dessymboles de prédiat, qui sont eux-mêmes des arbres étiquetés par les élé-ments d'un ensemble �ni. L'ensemble des démonstrations est don un ensembled'arbres artiulé.Il su�t alors d'assoier un entier arbitraire à haque élément de et ensemble�ni et la dé�nition 3.7 permet de numéroter suessivement les variables, lessymboles de fontion et les symboles de prédiat, puis les propositions, puis lesséquents et en�n les démonstrations.On peut proéder de même pour tous les ensembles d'arbres artiulés. Eton montre que l'ensemble des fontions alulables est indépendant de la nu-mérotation hoisie des symboles de l'ensemble �ni de départ.



3.2 La alulabilité sur les listes et les arbres 77Proposition 3.11Les fontions qui au numéro p d'un arbre a assoient l'étiquette de sa raine,le nombre d'enfants de sa raine, et qui à p et i assoie le numéro du i-ièmesous-arbre immédiat de a sont alulables.Démonstration. Si p est le numéro de l'arbre a, l'étiquette de la raine de aest hd(p), le nombre d'enfants de la raine de a est length(tl(p)), le numéro du
i-ième sous-arbre immédiat est nth(tl(p), i).Proposition 3.12La fontion qui, à l'entier p, assoie le numéro pSp(0)q de l'arbre Sp(0) estalulable. La fontion qui, au numéro pSp(0)q de l'arbre Sp(0), assoie l'entier
p et aux entiers, qui ne sont pas de la forme pSp(0)q, assoie 0, est alulable.Démonstration. La première fontion est dé�nie par réurrene, la seonde parréurrene bien fondée.3.2.3 Les dérivationsDé�nition 3.8 (Règles e�etives)Soit E un ensemble d'arbres artiulé et f1, f2, . . . des règles sur l'ensemble E.L'ensemble de règles f1, f2, . . . est e�etif si l'ensemble G des numéros des listes
b, a1, . . . , an tels qu'il existe une règle fi telle que b = fi a1 . . . an est déidable,'est-à-dire si la réunion des graphes des fontions f1, f2, . . . est un ensembledéidable.Proposition 3.13Soit E un ensemble d'arbres artiulé et f1, f2, . . . un ensemble de règles e�etif.Alors, l'ensemble des dérivations dans f1, f2, . . . est déidable.Démonstration. On montre qu'il existe une fontion alulable g qui prend enargument une liste d'arbres et retourne 1 ou 0 selon que tous es arbres sontdes dérivations ou non. On ommene par remarquer que la fontion qui à uneliste d'arbres assoie la liste des raines de es arbres est alulable, ar elle sedé�nit par réurrene bien fondée à partir de fontions alulables. Soit l uneliste d'arbres. Si l est la liste vide, alors on pose g(l) = 1. Sinon, soit a = hd(l)le premier arbre de ette liste et l′ = tl(l) la liste formée des autres arbres de



78 3. Les fontions alulablesette liste. Soit r = hd(a) la raine de a et l′′ = tl(a) la liste des sous-arbresimmédiats de a et s la liste des raines des arbres de l′′. Alors si r; s appartientà G, g(l′) = 1 et g(l′′) = 1 on pose g(l) = 1 sinon on pose g(l) = 0. La fontion
g se dé�nit don par réurrene bien fondée à partir de fontions alulables,ar, d'après la proposition 3.7, les numéros des listes l′ et l′′ sont des entiersstritement inférieurs à elui de l. Elle est don alulable.L'ensemble A, indutivement dé�ni par les règles f1, f2, . . ., en revanhe,n'est pas toujours déidable. Toutefois, il est semi-déidable. Soit x un élémentde E, on peut énumérer tous les arbres l'un après l'autre, et tester si haun estune dérivation dont la raine est x, ou non. Si x est un élément de A, alors unetelle dérivation �nira bien par se présenter. Sinon, le proessus d'énumérationse poursuivra à l'in�ni.Proposition 3.14 (Les ensembles d'arbres indutivement dé�nis)Soit E un ensemble d'arbres artiulé et f1, f2, . . . un ensemble de règles e�etifsur l'ensemble E. Alors, le sous-ensemble A de E indutivement dé�ni par esrègles est semi-déidable.Démonstration. Soit g(x, y) la fontion alulable telle que g(x, y) = 1 si xest le numéro d'une dérivation d'un élément de E et la raine de x est y et
g(x, y) = 0 sinon. La fontion h dé�nie par h(y) est le plus petit entier xtel que 1 −̇ g(x, y) = 0 omposée ave la fontion onstante égale à 1 est unalgorithme de semi-déision pour A. Si y appartient à A, alors h(y) = 1, sinon
h n'est pas dé�nie en y.3.3 L'élimination de la réurreneL'ensemble des fontions alulables a une dé�nition alternative, qui, bienque moins naturelle que la dé�nition 3.1, sera utile dans la suite de e livre.Dé�nition 3.9L'ensemble C est indutivement dé�ni omme le plus petit ensemble ontenant� les projetions,� les fontions identiquement nulles,� la fontion suesseur,� l'addition,



3.3 L'élimination de la réurrene 79� la multipliation et� la fontion aratéristique de la relation d'ordre χ≤, dé�nie par χ≤(x, y) =

1 si x ≤ y et χ≤(x, y) = 0 sinon,et los par� la omposition et� la minimisation.Cette dé�nition est similaire à la dé�nition 3.1, mais la l�ture par la réur-rene y est remplaée par trois fontions de base : l'addition, la multipliationet la fontion χ≤. On veut montrer que es deux dé�nitions sont équivalentes,'est-à-dire qu'une fontion appartient à l'ensemble C si et seulement si elle estalulable. Pour ela, on doit montrer que l'ensemble C est los par dé�nitionpar réurrene, 'est-à-dire que si g et h sont deux fontions de C et si f estdé�nie par réurrene à partir de g et h, alors f appartient à C.La fontion dé�nie par réurrene à partir de g et h prend la valeur r en
x1, . . . , xn−1, y s'il existe une suite �nie s0, . . . , sy telle que s0 = g(x1, . . . , xn−1),pour tout i stritement inférieur à y, si+1 = h(x1, . . . , xn−1, i, si) et sy = r.On veut exprimer la suite �nie s0, . . . , sy par un entier. La première idée est del'exprimer par l'entier s0; (. . . ; (sy; 0) . . .) et il n'est pas di�ile de montrer queles fontions ;, hd et tl appartiennent à l'ensemble C. Toutefois, omme on nedispose pas enore de la dé�nition par réurrene, on ne peut pas enore mon-trer que la fontion nth appartient à l'ensemble C. On utilise don une autreexpression des suites �nies, qui repose sur une fontion appelée la fontion βde Gödel.Dé�nition 3.10La fontion β de Gödel est dé�nie par

β(k, l, i) = l mod (k(i + 1) + 1)où x mod y est le reste de la division eulidienne de x par y.Proposition 3.15Pour toute suite �nie s0, . . . , sy, il existe deux entiers k, l tels que pour tout iinférieur à y, si = β(k, l, i).Démonstration. Soit m un entier stritement supérieur à y + 1, s0, . . . , sy. Ilest faile de véri�er que les entiers ei = m!(i + 1) + 1 pour i inférieur à y sontpremiers entre eux deux à deux : si ei et ej avaient un diviseur ommun premier
c, alors c diviserait aussi leur di�érene m!(i − j), il serait don inférieur à m,



80 3. Les fontions alulablesil diviserait m!(i + 1) et il ne pourrait don pas diviser ei = m!(i + 1) + 1. Onutilise ensuite un résultat de théorie des nombres appelé théorème des resteshinois : si e0, . . . , ey est une suite d'entiers premiers entre eux deux à deuxet s0, . . . , sy une suite d'entiers quelonques, il existe un entier z tel que pourtout i, si ≡ z[mod ei]. D'après e théorème, il existe un entier z tel que si ≡

z[mod ei]. On pose k = m! et l = z. On a si ≡ l[mod ei] et omme, par ailleurs
si est inférieur à m qui est lui-même inférieur à k et don à k(i+1)+1, si est lereste de la division eulidienne de l par k(i + 1)+ 1, 'est-à-dire si = β(k, l, i).Le fait que la fontion dé�nie par réurrene à partir de g et h prenne lavaleur r en x1, . . . , xn−1, y s'exprime désormais par le fait qu'il existe deuxnombres k et l tels que β(k, l, 0) = g(x1, . . . , xn−1), pour tout i stritementinférieur à y, β(k, l, i + 1) = h(x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i)) et β(k, l, y) = r.Le fait que pour tout i stritement inférieur à y, on ait β(k, l, i + 1) =

h(x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i)) peut s'exprimer omme le fait que la plus petitevaleur d'annulation de la fontion f1, qui à x1, . . . , xn−1, y, k, l, i assoie 1 si
i < y et β(k, l, i+1) = h(x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i)) et 0 sinon, est y. Toutefois, iln'est pas si faile de montrer l'appartenane à C de la fontion f1, qui doit êtredé�nie et valoir 0 en y que h soit dé�nie en x1, . . . , xn−1, y, β(k, l, y) ou non.Pour ontourner ette di�ulté, on montre un théorème un peu plus général :si la fontion f est alulable, alors la fontion f∗ appartient à C, où la fontion
f∗ est dé�nie de la manière suivante.Dé�nition 3.11Soit f une fontion de n arguments, on note f∗ la fontion de n + 1 argumentsdé�nie par f∗(0, x1, . . . , xn) = 0 et f∗(w, x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) si w 6= 0.Proposition 3.16L'ensemble C ontient la soustration −̇, le quotient et le reste de la divisioneulidienne, les fontions χN∗ , χ< et χ= aratéristiques de l'ensemble N∗ etdes relations < et =, la fontion β et les fontions ;, hd et tl.Démonstration. La soustration, le quotient et le reste de la division eulidiennese dé�nissent ave l'addition, la multipliation, la fontion aratéristique de larelation d'ordre et la minimisation. Les fontions χN∗ , χ< et χ= se dé�nissentave la soustration. La fontion β ave l'addition la multipliation et le restede la division eulidienne. La fontion ; ave l'addition, la multipliation et lequotient de la division eulidienne. Les fontions hd et tl ave l'addition, lamultipliation, le quotient de la division eulidienne et la minimisation.



3.3 L'élimination de la réurrene 81Proposition 3.17Si f est une fontion dé�nie par réurrene à partir de deux fontions g et htelles que g∗ et h∗ appartiennent à C, alors f∗ appartient à C.Démonstration. La fontion f∗ véri�e les propriétés
f∗(w, x1, . . . , xn−1, 0) = g∗(w, x1, . . . , xn−1)

f∗(w, x1, . . . , xn−1, y + 1) = h∗(w, x1, . . . , xn−1, y, f∗(w, x1, . . . , xn−1, y))'est don la fontion dé�nie par réurrene à partir de g∗ et h∗.Soit f1 la fontion de C qui à w, x1, . . . , xn−1, y, k, l et i assoie le nombre
χ<(i, y) × χ=(h∗(w × χ<(i, y), x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i)), β(k, l, i + 1)). Si i ≥ yalors f∗ est dé�nie et nulle en w, x1, . . . , xn−1, y, k, l, i et si i < y, alors
f1(w, x1, . . . , xn−1, y, k, l) = χ=(h∗(w, x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i)), β(k, l, i + 1))Soit f2 la fontion de C qui à w, x1, . . . , xn−1, y, k et l assoie le plus petit entier

i tel que f1(w, x1, . . . , xn−1, y, k, l, i) = 0. L'entier f2(w, x1, . . . , xn−1, y, k, l) estégal à y si et seulement si pour tout i stritement inférieur à y, h∗ est dé�nieen w, x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i) et h∗(w, x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i)) = β(k, l, i + 1).On en déduit qu'il existe dans C une fontion f3 qui à w, x1, . . . , xn−1, y,
k, l et r assoie l'entier 0 si et seulement si la fontion g∗ est dé�nie en
w, x1, . . . , xn−1 et prend la valeur β(k, l, 0), pour tout i stritement inférieurà y, la fontion h∗ est dé�nie en w, x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i) et prend la valeur
β(k, l, i + 1) et β(k, l, y) = r.Soit f4 la fontion de C qui à w, x1, . . . , xn−1, y assoie le plus petit j tel que
f3(w, x1, . . . , xn−1, y, hd(hd(j)), tl(hd(j)), tl(j)) = 0 et f5 la fontion de C qui à
w, x1, . . . , xn−1, y assoie tl(f4(w, x1, . . . , xn−1, y)). D'après la proposition 3.15,la fontion f5 prend la valeur r en x1, . . . , xn−1, y si et seulement s'il existe unesuite s telle que s0 = g∗(w, x1, . . . , xn−1), pour tout i stritement inférieur à y,
si+1 = h∗(w, x1, . . . , xn−1, i, si) et sy = r. La fontion f5 est don la fontion
f∗ qui, de e fait, appartient à l'ensemble C.Proposition 3.18Une fontion appartient à l'ensemble C si et seulement si elle est alulable.Démonstration. D'après la dé�nition 3.1 et les propositions 3.2 et 3.3, l'en-semble des fontions alulables est los par toutes les règles de la dé�nitionindutive de l'ensemble C, il ontient don l'ensemble C.Réiproquement, on ommene par montrer, par réurrene sur la onstru-tion de f que si f est une fontion alulable, alors f∗ appartient à C. Si f est



82 3. Les fontions alulablesune projetion, une fontion onstante égale à 0 ou la fontion suesseur, alors
f∗(w, x1, . . . , xn) = χN∗(w) × f(x1, . . . , xn) et la fontion f∗ appartient à l'en-semble C. Si f est dé�nie omme la omposition de fontions h et g1, . . . , gm,alors, par hypothèse de réurrene, les fontions h∗, g∗1 , . . . , g∗m appartiennentà C et f∗(w, x1, . . . , xn) = h∗(w, g∗1(w, x1, . . . , xn), . . . , g∗m(w, x1, . . . , xn)). Lafontion f∗ est don la omposition d'une projetion, de g∗1 , . . . , g∗m et de h∗.Elle appartient don à l'ensemble C. Si f est dé�nie par réurrene à partir dedeux fontions g et h, alors, par hypothèse de réurrene, les fontions g∗ et
h∗ appartiennent à l'ensemble C et d'après la proposition 3.17, la fontion f∗également. Si f est dé�nie par minimisation à partir d'une fontion g, alors, parhypothèse de réurrene, la fontion g∗ appartient à C et la fontion f∗ est lafontion qui à w, x1, . . . , xn assoie le plus petit i tel que g∗(w, x1, . . . , xn, i) = 0,'est don la fontion dé�nie par minimisation à partir de g∗ et elle appartientà C.Puisque la fontion f∗ appartient à C, 'est également le as de la fontionqui à x1, . . . , xn assoie l'entier f∗(1, x1, . . . , xn) qui n'est autre que la fontion
f .3.4 Les programmesL'ensemble des fontions alulables est dé�ni de manière indutive. Pourhaque fontion alulable, il existe don une ou plusieurs dérivations de ettefontion. Ces dérivations sont des arbres, que l'on appelle des programmes.Les n÷uds de es arbres sont étiquetés par des symboles qui orrespondentaux huit règles de la dé�nition 3.9 : πn

i , ave i et n entiers tels que i soit omprisentre 1 et n, pour la règle des projetions, Zn pour la règle des fontions iden-tiquement nulle, Su pour la règle du suesseur, + pour la règle de l'addition,
× pour la règle de la multipliation, χ≤ pour la règle de la fontion araté-ristique de la relation d'ordre, ◦n

m pour la règle de omposition et µn pour larègle de la minimisation. Les programmes sont don des arbres étiquetés parles symboles πn
i , Zn, Su, +, ×, χ≤, ◦n

m et µn qui sont eux-mêmes des arbresétiquetés par les éléments d'un ensemble �ni.Naturellement, si, au lieu de s'appuyer sur la dé�nition 3.9, on s'appuie surla dé�nition 3.1, les programmes sont des arbres étiquetés par les symboles πn
i ,

Zn, Su, ◦n
m, µn et Recn pour la règle de réurrene.Dé�nition 3.12 (Terminaison, valeur)On dit qu'un programme termine en p1, . . . , pn si la fontion f alulée par e



3.4 Les programmes 83programme est dé�nie en p1, . . . , pn. On dit qu'il prend la valeur q en p1, . . . , pnsi, en outre, f(p1, . . . , pn) = q.Exerie 3.3Quelle est la fontion alulée par le programme ◦1
1(Su,Su) ?Exerie 3.4Quelle est la fontion alulée par le programme µ1(π2

1) ?3.4.1 L'indéidabilité du problème de l'arrêtThéorème 3.1 (L'indéidabilité du problème de l'arrêt)L'ensemble des ouples d'entiers (p, q) tels que p est le numéro d'un programmequi termine en q est indéidable.Démonstration. Par l'absurde. Supposons l'existene d'un programme t tel que
t appliqué à deux entiers p et q termine toujours, donne le résultat 1 si p estle numéro d'un programme qui termine quand on l'applique à l'entier q et lerésultat 0 sinon. Rappelons que le programme b = µ1(π2

1) termine quand onl'applique à l'entier 0 et ne termine pas quand on l'applique à un entier nonnul et onsidérons le programme u = ◦1
1(b, ◦

1
2(t, π

1
1 , π

1
1)). Quand on applique leprogramme u à un entier p, on applique d'abord le programme ◦1

2(t, π
1
1 , π1

1) à etentier. On obtient le résultat 1 si p est le numéro d'un programme qui terminequand on l'applique à l'entier p et le résultat 0 sinon. Don le programme uappliqué à l'entier p ne termine pas si p est le numéro d'un programme quitermine quand on l'applique à l'entier p et il termine sinon.Soit m l'entier puq. Le programme u appliqué à l'entier m ne termine passi m est le numéro d'un programme qui termine quand on l'applique à l'entier
m et il termine sinon. Autrement dit, le programme u appliqué à m ne terminepas si le programme u termine quand on l'applique à m et il termine sinon. Leprogramme u appliqué à m ne termine pas si et seulement s'il termine, e quiest ontraditoire.



84 3. Les fontions alulables3.4.2 L'interpréteurIl existe, en revanhe, une fontion alulable Gn qui est un interpréteur,'est-à-dire qui prend en argument le numéro d'un programme u d'arité n etdes entiers p1, . . . , pn et retourne la valeur de la fontion alulable représentéepar le programme u en p1, . . . , pn, si ette valeur existe. Montrer l'existene deet interpréteur nous donnera une généralisation du théorème d'indéidabilitédu problème de l'arrêt. Cela nous mènera aussi à dérire un alul omme unesuite de petits pas, 'est-à-dire omme un proessus se déroulant dans le temps,thème que nous reprendrons au hapitre 4.Pour dé�nir ette fontion Gn, nous avons besoin d'exprimer dans un mêmelangage les programmes et les nombres entiers auxquels es programmes s'ap-pliquent. Nous étendons don le langage des programmes ave des symboles
0 et S, distints des symboles Zn et Su du langage des programmes, pourreprésenter es entiers. Nous notons p, le terme S(S(. . . (S(0)) . . .)) ave p o-urrenes du symbole S, qui exprime l'entier p. Nous introduisons, ensuite, unefamille de symboles Appn qui permettent de former des termes de la forme
Appn(u, p1, . . . , pn) qui expriment l'appliation du programme u aux entiers
p1, . . . , pn.Le problème qui se pose est alors elui de dé�nir une fontion alulable Fqui au numéro d'un terme de la forme Appn(u, p1, . . . , pn), assoie le numérod'un terme q exprimant l'entier q, qui est la valeur de la fontion alulableexprimée par le programme u en p1, . . . , pn, si ette valeur existe. Le terme qest appelé la valeur du terme Appn(u, p1, . . . , pn). Une fois ette fontion Fdé�nie, la fontion Gn se dé�nira alors simplement, en utilisant la proposition3.12, omme la fontion qui au numéro du terme u et aux entiers p1, . . . , pnassoie l'entier q tel que pqq = F (pAppn(u, p1, . . . , pn)q), si un tel entier existe.Quand le programme u a la forme ◦n

m(w, v1, . . . , vm), nous voulons, dans unpremier temps aluler les valeurs q1, . . . , qm des programmes v1, . . . , vm en
p1, . . . , pn, puis, dans un seond temps, la valeur du programme w en q1, . . . , qm.Pour ela, nous formons d'abord le terme Appm(w, Appn(v1, p1, . . . , pn), . . . ,

Appn(vm, p1, . . . , pn)), puis nous alulons la valeur des termes
Appn(vi, p1, . . . , pn) de manière à obtenir des entiers q1, . . . , qm et, en�n, nousalulons la valeur du terme Appm(w, q1, . . . , qm). Proéder ainsi demande donde pouvoir appliquer le symbole Appm, non seulement à des termes exprimantdes entiers, mais aussi à d'autres termes formés ave le symbole Appn en at-tente d'être alulés. Et pour aluler la valeur d'un terme de ette forme, ilfaut ommener par aluler la valeur de ses arguments.Pour le alul des programmes formés par minimisation, nous aurons éga-lement besoin d'introduire une famille de symboles Mn et un symbole Ifz. Lavaleur du terme Mn+1(u, p1, . . . , pn, q) est le plus petit entier r supérieur ou



3.4 Les programmes 85égal à q tel que f(p1, . . . , pn, r) = 0 où f est la fontion alulée par le pro-gramme u. La valeur du terme Ifz(p, v, w) est la valeur du terme v si p = 0 etelle du terme w sinon.Nous ommençons par dé�nir une fontion F1 qui assoie, à haque nu-méro d'un terme de la forme Appn(u, p1, . . . , pn), Mn+1(u, v1, . . . , vn, w) ouIfz(p, v, w), le numéro d'un terme un peu plus alulé.Dé�nition 3.13 (Une étape de alul à la raine)La fontion alulable F1 est dé�nie par as� si t est le numéro d'un terme de la forme Appn(u, p1, . . . , pn), alors� si u est de la forme πn
i , on pose F1(t) = ppiq,� sinon, si u est de la forme Zn, on pose F1(t) = p0q,� sinon, si u = Su, on pose F1(t) = pS(p1)q, 'est-à-dire pSq; (pp1q; 0),ou enore pSq; (hd(tl(tl(t))); 0),� sinon, si u = +, alors on pose F1(t) = pp1 + p2q,� sinon, si u = ×, alors on pose F1(t) = pp1 × p2q,� sinon, si u = χ≤, alors on pose F1(t) = pχ≤(p1, p2)q,� sinon, si u est de la forme ◦n

m(w, v1, . . . , vm), on pose
F1(t) = pAppm(w, Appn(v1, p1, . . . , pn), . . . , Appn(vm, p1, . . . , pn))q� sinon, si u est de la forme µn(v), on pose

F1(t) = pMn+1(v, p1, . . . , pn, 0)q� sinon, si t est le numéro d'un terme de la forme Mn+1(u, v1, . . . , vn, w),on pose
F1(t) = pIfz(Appn+1(u, v1, . . . , vn, w), w, Mn+1(u, v1, . . . , vn, S(w)))q� sinon, si t est le numéro d'un terme de la forme Ifz(p, v, w), alors on pose

F1(t) = pvq, si p = 0 et F1(t) = pwq sinon,� sinon, on pose F1(t) = 0.La fontion F1 permet d'e�etuer une étape de alul dans un terme de laforme Appn(u, v1, . . . , vn) dans le as où les termes v1, . . . , vn sont des entiers
p1, . . . , pn. Si, maintenant, es termes demandent eux-mêmes à être alulés, lafontion F2 e�etue une étape de alul dans l'un de es termes.Dé�nition 3.14 (Une étape de alul)La fontion alulable F2 est dé�nie par réurrene bien fondée



86 3. Les fontions alulables� si t est le numéro d'un terme de la forme Appn(u, v1, . . . , vn), alors siles termes v1, . . . , vn sont de la forme p1, . . . , pn, on pose F2(t) = F1(t)sinon, soit vi le premier terme qui n'est pas de la forme p et v′ le termede numéro F2(pviq), on pose
F2(t) = pAppn(u, v1, . . . , vi−1, v

′, vi+1, . . . , vn)q� sinon, si t est le numéro d'un terme de la forme Mn+1(u, v1, . . . , vn, w),on pose F2(t) = F1(t),� sinon, si t est le numéro d'un terme de la forme Ifz(u, v, w), alors si leterme u est de la forme p, on pose F2(t) = F1(t), sinon soit u′ le termede numéro F2(puq), on pose F2(t) = pIfz(u′, v, w))q,� sinon, on pose F2(t) = 0.Pour dé�nir l'interpréteur F , il su�t maintenant d'itérer la fontion F2 surun terme t jusqu'à obtenir un terme de la forme q. Pour ela nous dé�nissonssuessivement une fontion F3 qui itère la fontion F2 p fois, une fontion F4qui indique si F3(t, p) est de la forme q ou non, une fontion F5 qui indique lenombre d'étapes néessaires pour obtenir un tel terme et, en�n, la fontion F .Dé�nition 3.15 (L'interpréteur)Soit F3 la fontion alulable telle que F3(t, p) = F p
2 (t). Cette fontion estdé�nie par réurrene par

F3(t, 0) = t

F3(t, p + 1) = F2(F3(t, p))Soit F4 la fontion alulable telle que F4(t, n) = 0 si F3(t, n) est le numérod'un terme de la forme q et F4(t, n) = 1 sinon. Cette fontion est dé�nie paromposition entre F3 et la fontion qui vaut 0 sur les numéros des termes dela forme q et 1 ailleurs. Soit F5 la fontion alulable telle que F5(t) soit lenombre d'étapes néessaires pour aluler t, F5(t) est dé�ni par minimisationomme le plus petit entier p tel que F4(t, p) = 0. Soit F la fontion alulabledé�nie par F (t) = F3(t, F5(t)). Soit, en�n, Gn la fontion alulable qui à t et
p1, . . . , pn assoie l'entier q tel que pqq = F (pAppn(t, p1, . . . , pn)q).Si F3(t, n) n'est jamais le numéro d'un terme exprimant un entier, 'est-à-dire si les itérations de F2 se poursuivent à l'in�ni, alors F5 et F ne sont pasdé�nies en t : l'interpréteur ne termine pas sur un programme qui ne terminepas.



3.4 Les programmes 87Proposition 3.19Soit f une fontion alulable, u le numéro d'un programme exprimant ettefontion et p1, . . . , pn des entiers. Alors, la fontion f est dé�nie en p1, . . . , pnsi et seulement si la fontion F est dé�nie en pAppn(u, p1, . . . , pn)q et si esdeux fontions sont dé�nies, alors F (pAppn(u, p1, . . . , pn)q) = pf(p1, . . . , pn)q.Démonstration. Par réurrene sur la onstrution de f .Proposition 3.20Soit f une fontion alulable, u le numéro d'un programme exprimant ettefontion et p1, . . . , pn des entiers. Alors, la fontion f est dé�nie en p1, . . . , pn siet seulement si la fontion Gn est dé�nie en u, p1, . . . , pn et si es deux fontionssont dé�nies, alors Gn(u, p1, . . . , pn) = f(p1, . . . , pn).Démonstration. D'après la proposition 3.19.Exerie 3.5Montrer que la fontion F3 est réursive primitive.Exerie 3.6Dé�nir un interpréteur pour les programmes érits dans le langage formé dessymboles πn
i , Zn, Su, ◦n

m, µn et Recn, orrespondant à la dé�nition 3.1.Un orollaire de l'existene de et interpréteur est la généralisation suivantedu théorème d'indéidabilité du problème de l'arrêt.Proposition 3.21Soit A un sous-ensemble déidable de l'ensemble des programmes qui terminenttoujours. Alors, il existe une fontion alulable totale qui n'est représentée parauun programme de A.Démonstration. Soit H la fontion alulable suivante : si n est le numérod'un programme unaire de A et p un entier, alors H(n, p) = G1(n, p), sinon
H(n, p) = 0. La fontion H est alulable, 'est un interpréteur pour tousles programmes unaires de A et elle est totale. Soit la fontion H ′ telle que



88 3. Les fontions alulables
H ′(p) = H(p, p)+1. S'il y avait dans A un terme t représentant la fontion H ′,on aurait, pour tout p, H(ptq, p) = H ′(p) = H(p, p) + 1. En partiulier, pour
p = ptq, on aurait H(ptq, ptq) = H(ptq, ptq) + 1 e qui est ontraditoire.Un langage de programmation dont tous les programmes terminent est dontoujours inomplet, ar il ne permet pas d'exprimer son propre interpréteur.C'est, par exemple, le as du langage impératif formé de la délaration devariable, de l'a�etation, de la séquene, du test et de la boule for.On peut redémontrer ainsi l'indéidabilité du problème de l'arrêt, puisquesi l'ensemble de tous les programmes qui terminent toujours était déidable,il existerait une fontion alulable totale qui ne serait représentée par auunprogramme de et ensemble, e qui est ontraditoire.On peut aussi redémontrer l'existene d'une fontion alulable totale quin'est pas réursive primitive, puisque l'ensemble des programmes exprimés dansle langage πn

i , Zn, Su, ◦n
m, Recn est déidable.



4Le alul omme une suite de petits pas

La dé�nition de l'interpréteur, à la setion 3.4.2, nous a donné une nouvellemanière d'aborder la notion de alul, dans laquelle les programmes sont lesexpressions d'un langage L. À partir d'un programme t et d'arguments p1, . . . ,
pn, on onstruit un terme, qui est une expression d'un langage L′, qui étend lelangage L. L'exéution des programmes est dé�nie par une fontion alulabletotale des termes de L′ dans les termes de L′. Cette fontion dérit un petitpas de alul. On l'itère ensuite jusqu'à obtenir un entier, qui est le résultatdu alul, ou alors à l'in�ni, auquel as le programme t ne termine pas sur lesarguments p1, . . . , pn. La notion de terminaison de la dé�nition 3.12 rejoint iil'aeption ourante : un programme qui ne termine pas est un programme quialule éternellement.Les langages L et L′ et la fontion qui dérit un petit pas de alul dé�-nissent un langage de programmation et une fontion partielle f est dite repré-sentable dans e langage s'il existe un programme t tel que le terme formé duprogramme t et des entiers p1, . . . , pn se alule en l'entier f(p1, . . . , pn) quandla fontion f est dé�nie en p1, . . . , pn et ne termine pas sinon. Il est faile demontrer que toutes les fontions partielles représentables dans un tel langagesont alulables.Dans ertains langages de programmation, omme dans elui de la setion3.4.2, toutes les fontions alulables sont représentables, on dit alors que eslangages sont omplets au sens de Turing.Entrent dans e adre les langages de programmation traditionnels ommeJava, Caml, C, . . . dont on peut dérire l'exéution des programmes ommeune suite de petits pas.



90 4. Le alul omme une suite de petits pasEntrent également dans e adre un ertain nombre de langages de program-mation théoriques, plus dépouillés. Ces langages ont une utilité di�érente deslangages de programmation traditionnels : les algorithmes sont bien entenduplus di�iles à exprimer dans es langages organisés autour d'un nombre mini-mal de onstrutions, mais ils sont plus failes à étudier : simpli�er le langagedans lequel un algorithme est exprimé permet de simpli�er les raisonnementsqui permettent d'établir que et algorithme termine, préserve un ertain inva-riant ou a une ertaine omplexité.Nous allons voir dans e hapitre trois exemples de tels langages minimaux :la réériture, le lambda-alul et les mahines de Turing.4.1 La rééritureLa réériture est le plus simple des langages dans lesquels le alul estexprimé omme une suite de petits pas. Les termes ave lesquels on alulesont simplement des termes d'un langage sans lieurs et le pas élémentaire dealul est dé�ni par un ensemble de règles, appelées règles de réériture, quispéi�ent omment transformer un terme en un autre. Par exemple, la règle
0 + y −→ yspéi�e que n'importe quel terme de la forme 0 + t peut se transformer en t.Dé�nition 4.1 (Règle de réériture)Soit L un langage sans lieurs. Une règle de réériture du langage L est un oupleformé de deux termes de L, l et r, noté l −→ r.Dé�nition 4.2 (Une étape de rédution à la raine)SoitR un ensemble de règles de réériture, une étape de R-rédution à la raineest la relation dé�nie sur les termes du langage L par t −→ u s'il existe unerègle de réériture l −→ r dans R et une substitution σ telle que σl = t et

σr = u.Dé�nition 4.3 (Radial)Soit R un ensemble de règles de réériture, un terme t est un radial s'il estrédutible par la relation −→, 'est-à-dire s'il existe une règle de réériture
l −→ r et une substitution σ telle que σl = t.



4.1 La réériture 91La relation −→ s'étend en une relation qui permet d'e�etuer une rédutiondans un sous-terme.Dé�nition 4.4 (Une étape de rédution)Soit R un ensemble de règles de réériture, une étape de R-rédution est larelation indutivement dé�nie par� si t → u alors t � u,� si t�u, alors f(t1, . . . , ti−1, t, ti+1, . . . , tn)�f(t1, . . . , ti−1, u, ti+1, . . . , tn).Dé�nition 4.5 (La rédution)La rédution �
∗ est la fermeture ré�exive-transitive de la relation �.Exerie 4.1Soit un ensemble formé des deux règles de réériture

0 + y −→ y

S(x) + y −→ S(x + y)Montrer que S(S(0)) + S(S(0)) �
∗ S(S(S(S(0)))).Dé�nition 4.6 (Irrédutibilité, terminaison)Soit R une relation binaire. On dit qu'un élément t est irrédutible pour larelation R s'il n'existe pas d'élément u tel que t R u.On dit qu'un élément t termine s'il existe un élément t′ irrédutible tel que

t R∗ t′.Dé�nition 4.7 (Irrédutibilité, terminaison d'un terme)SoitR un ensemble de règles de réériture. On dit qu'un terme t est irrédutible,s'il est irrédutible pour la relation �, 'est-à-dire si auun de ses sous-termesn'est un radial.On dit qu'un terme t termine s'il termine pour la relation �, 'est-à-dires'il existe un terme irrédutible t′ tel que t �
∗ t′.Par exemple, si on a deux règles f(x) −→ a et ω −→ ω, alors dans le terme

ω ne termine pas ar le seul terme en lequel il se réduise est ω lui-même. Enrevanhe, le terme f(ω) termine. En e�et, on peut réduire le sous-terme ω, e



92 4. Le alul omme une suite de petits pasqui donne le terme f(ω) lui-même, mais aussi e�etuer la rédution à la raine,e qui donne le terme irrédutible a.Dé�nition 4.8 (Con�uene)Une relation binaire R est dite on�uente si à haque fois que t R∗ u et t R∗ v,il existe un w tel que u R∗ w et v R∗ w.Quand la relation � est on�uente, alors un terme u se réduit en au plusun terme irrédutible : si t �
∗ u et t �

∗ v et u et v sont irrédutibles, alors
u = v. Plus généralement si t, u et v sont trois termes tels que t �

∗ u et t �
∗ vet v est irrédutible, alors u �

∗ v. En revanhe, omme nous l'avons vu ave leterme f(ω) i-avant, il se peut qu'une manière de réduire le terme aboutisse àun terme irrédutible et une autre non.Dé�nition 4.9 (Ensemble de règles orthogonal)Un ensemble R de règles de réériture est orthogonal si� si l −→ r est une règle de réériture de R, alors toutes les variables de rapparaissent dans l,� si l −→ r est une règle de réériture de R, alors haque variable x a auplus une ourrene dans l,� � si l −→ r et l′ −→ r′ sont deux règles de réériture de R distintes,et l′′ est un sous-terme de l′ distint d'une variable, alors pour toutesubstitution σ et τ , σl 6= τl′′,� si l −→ r est une règle de réériture de R, et l′′ est un sous-terme de
l distint d'une variable et de l, alors pour toute substitution σ et τ ,
σl 6= τl′′.Exerie 4.2L'ensemble formé de la règle

c −→ xest-t-il orthogonal ?Montrer que le terme c se réduit en deux termes irrédutibles distints.Exerie 4.3L'ensemble formé des règles
g(h(x)) −→ a



4.1 La réériture 93
f(g(x)) −→ best-t-il orthogonal ?Montrer que le terme f(g(h(c))) se réduit en deux termes irrédutibles dis-tints.Exerie 4.4L'ensemble formé des règles
x − x −→ 0

S(x) − x −→ 1

∞ −→ S(∞)est-t-il orthogonal ?Montrer que le terme∞−∞ se réduit en deux termes irrédutibles distints.Cette notion d'orthogonalité est motivée par le résultat suivant que nousne démontrons pas ii.Proposition 4.1 (La on�uene des ensembles de règles orthogonaux)Si R est un ensemble orthogonal de règles de réériture, alors la relation � eston�uente.Dé�nition 4.10 (La représentation des entiers)Si le langage L ontient une onstante 0 et un symbole unaire S et si p est unentier, on note p le terme S(S(. . . (S(0)) . . .)) ave p ourrenes du symbole S.Dé�nition 4.11 (La représentation des fontions)Soit L un langage qui ontient les symboles 0 et S et R un ensemble on�uentde règles de réériture tel que les termes de la forme p soient irrédutibles, et
F un symbole de L. Soit f une fontion partielle. Le ouple R, F représente lafontion f si pour tout p1, . . . , pn� si f(p1, . . . , pn) = q alors F (p1, . . . , pn) �

∗ q,� si f n'est pas dé�nie en p1, . . . , pn, alors F (p1, . . . , pn) ne termine pas.Cette dé�nition n'entre pas omplètement dans le adre que nous avonsdé�ni dans l'introdution de e hapitre puisqu'un terme dont plusieurs sous-termes sont des radiaux peut se réduire en plusieurs autres termes.



94 4. Le alul omme une suite de petits pasOn peut, toutefois, dé�nir une stratégie partiulière : la rédution en appelpar nom qui supprime e non-déterminisme quand l'ensemble de règles estorthogonal.Dé�nition 4.12 (Une étape de rédution en appel par nom)Une étape de R-rédution en appel par nom est la relation indutivement dé�niepar� si t −→ t′, alors t ≻ t′,� si f(t1, . . . , tn) n'est pas un radial, si t1, . . . , ti−1 sont irrédutibles, et si
ti ≻ t′i alors f(t1, . . . , ti−1, ti, ti+1, . . . , tn) ≻ f(t1, . . . , ti−1, t

′
i, ti+1, . . . , tn).Autrement dit, fae à un terme qui ontient plusieurs radiaux, on hoisitun radial prioritaire : elui qui est le plus à gauhe dans le terme.On peut remarquer si un terme est irrédutible pour la relation �, il neontient pas de radiaux et il est don également irrédutible pour la relation

≻. Si, en revanhe, un terme peut être réduit par la relation �, alors il ontientun ou plusieurs radiaux et il peut être réduit par la relation ≻. Dans e as,ependant, si l'ensemble de règles est orthogonal, il existe un terme unique enlequel il se réduise en appel par nom.Dé�nition 4.13 (La rédution en appel par nom)La rédution ≻∗ est la fermeture ré�exive-transitive de la relation ≻, induti-vement dé�nie par� t ≻∗ t,� si t ≻ t′ et t′ ≻∗ t′′, alors t ≻∗ t′′.Cette stratégie nous donne une autre notion de représentation des fontions.Dé�nition 4.14 (La représentation des fontions en appel par nom)Soit L un langage qui ontient les symboles 0 et S etR un ensemble de règles deréériture tel que les termes de la forme p soient irrédutibles, et F un symbolede L. Soit f une fontion partielle. Le ouple R, F représente la fontion f enappel par nom si pour tout p1, . . . , pn,� si f(p1, . . . , pn) = q, alors F (p1, . . . , pn) ≻∗ q,� si f n'est pas dé�nie en p1, . . . , pn, alors F (p1, . . . , pn) ne termine pas enappel par nom.



4.1 La réériture 95La rédution en appel par nom nous permet de revenir dans le adre quenous avons dé�ni dans l'introdution de e hapitre. Un programme est simple-ment un ouple formé d'un ensemble orthogonal de règles de réériture et d'unsymbole de fontion, le terme formé du programme (R, F ) et des entiers p1,. . . , pn est le ouple formé de l'ensemble de règles R et du terme F (p1, . . . , pn)et le pas élémentaire de alul est la rédution en appel par nom par les règlesde R.Nous voulons maintenant assoier, à haque fontion alulable f , un en-semble de règles de réériture qui représente ette fontion, à la fois en généralet en appel par nom.La prinipale di�ulté est illustrée par et exemple. Si g est une fontion quin'est pas dé�nie en 4 et h est la fontion identiquement nulle, la fontion f =

h◦g n'est pas dé�nie en 4. Pourtant, si on pose naïvement les règles H(x) −→ 0et F (x) −→ H(G(x)), alors le terme F (4) se réduit en H(G(4)) puis en 0,alors qu'il ne devrait pas terminer. On modi�e don les règles H(x) −→ 0 et
F (x) −→ H(G(x)) en H(x) −→ 0&x et F (x) −→ H(G(x))&x en introduisantun symbole binaire & tel que t&u se réduise en t si u se réduit en un entier, mais
t&u ne termine pas si u ne termine pas. Cette propriété s'obtient en posant lesrègles x&0 −→ x et x&S(y) −→ x&y, qui e�aent le terme u progressivement,à ondition que e soit la représentation d'un entier.Dé�nition 4.15 (La représentation des fontions alulables)Soit f une fontion alulable à n arguments, on assoie à f un ensemble derègles de réériture et un symbole F . Tous les ensembles ontiennent les règlessuivantes

x&0 −→ x

x&S(y) −→ x&yIfz(0, y, z) −→ yIfz(S(x), y, z) −→ z&xPuis, on ajoute des règles spéi�ques à la fontion f , par réurrene sur saonstrution.� Si la fontion f est la i-ième projetion, on ajoute la règle
F (x1, . . . , xn) −→ ((((xi&x1)& . . . &xi−1)&xi+1)& . . . &xn)� Si la fontion f est identiquement nulle, on ajoute la règle

F (x1, . . . , xn) −→ ((0&x1)& . . . &xn)



96 4. Le alul omme une suite de petits pas� Si la fontion f est la fontion suesseur, on ajoute la règle
F (x) −→ S(x)� Si la fontion f est l'addition, on ajoute les règles
F (0, y) −→ y

F (S(x), y) −→ S(F (x, y))� Si la fontion f est la multipliation, on ajoute les règles
F (0, y) −→ 0&y

F (S(x), y) −→ F ′(F (x, y), y)

F ′(0, y) −→ y

F ′(S(x), y) −→ S(F ′(x, y))� Si la fontion f est la fontion aratéristique de la relation d'ordre, onajoute les règles
F (0, y) −→ S(0)&y

F (S(x), 0) −→ 0&x

F (S(x), S(y)) −→ F (x, y)� Si la fontion f est la omposée de h et g1, . . . , gm, alors on onsidère lesensembles de règles de réériture assoiés à es fontions en renommantles symboles a�n que es ensembles de règles ne partagent pas d'autressymboles que 0, S, & et Ifz, on prend l'union de es ensembles de règlesde réériture et on ajoute la règle
F (x1, . . . , xn) −→ (H(G1(x1, . . . , xn), . . . , Gm(x1, . . . , xn)))&x1& . . .&xn� Si la fontion f est dé�nie par minimisation à partir de la fontion g, alorson onsidère l'ensemble de règles de réériture assoié à ette fontion eton ajoute les règles

F (x1, . . . , xn) −→ F ′(x1, . . . , xn, 0)

F ′(x1, . . . , xn, y) −→ Ifz(G(x1, . . . , xn, y), y, F ′(x1, . . . , xn, S(y)))Proposition 4.2L'ensemble de règles onstruit à la dé�nition 4.15 est on�uent.Démonstration. Cet ensemble est orthogonal. D'après la proposition 4.1, il estdon on�uent.



4.1 La réériture 97Proposition 4.3Si f(p1, . . . , pn) = q et les termes u1, . . . , un se réduisent en p1, . . . , pn enappel par nom, alors le terme F (u1, . . . , un) se réduit en q en appel par nom.Démonstration. Par réurrene sur la onstrution de f . Si f est une projetion
F (u1, . . . , un) se réduit en ((((ui&u1)& . . .&ui−1)&ui+1)& . . .&un) qui se ré-duit, en appel par nom, en pi. Le as où f est une fontion identiquement nulle,la fontion suesseur, l'addition, la multipliation et la fontion aratéristiquede la relation d'ordre sont similaires.Si la fontion f est la omposée de h et g1, . . . , gm, alors F (u1, . . . , un) seréduit, en appel par nom, en (H(G1(u1, . . . , un), . . . , Gm(u1, . . . , un)))&u1& . . .

&un. Par hypothèse de réurrene, e terme se réduit, en appel par nom, en
q&u1& . . .&un, puis en q.Si la fontion f est dé�nie par minimisation à partir de la fontion g, alors
g(p1, . . . , pn, r) est dé�ni et prend une valeur non nulle pour tous les entiers
r stritement inférieurs à q, et g(p1, . . . , pn, q) = 0. Le terme F (u1, . . . , un) seréduit, en appel par nom, en F ′(u1, . . . , un, 0), puis en F ′(u1, . . . , un, 1)&v0, . . . ,
F ′(u1, . . . , un, q)&vq−1& . . . &v0, où v0 se réduit en g(p1, . . . , pn, 0), . . . , vq−1 en
g(p1, . . . , pn, q − 1), puis en Ifz(G(u1, . . . , un, q), q, F ′(u1, . . . , un, q + 1))&vq−1

& . . .&v0, en Ifz(0, q, F ′(u1, . . . , un, q + 1))&vq−1& . . .&v0, en q&vq−1& . . .&v0et en�n en q.On veut montrer maintenant que si la fontion f n'est pas dé�nie en
p1, . . . , pn, alors le terme F (p1, . . . , pn) ne termine pas. On ommene par laproposition suivante.Proposition 4.4Si l'un des termes u1, . . . , un ne termine pas, alors F (u1, . . . , un) ne terminepas, 'est-à-dire que si F (u1, . . . , un) �

∗ t′, alors t′ n'est pas irrédutible.Démonstration. On remarque tout d'abord que si un terme de la forme S(u) netermine pas, alors u non plus. Ensuite, si t est un terme, on dé�nit l'ensembledes sous-termes strits de t par réurrene sur la struture de t� si t = x, alors STS(t) = {t},� si f est un symbole de fontion distint de Ifz ('est-à-dire l'un des sym-boles 0, S, & ou un symbole F assoié à une fontion alulable) et
t = f(u1, . . . , un), alors STS(t) = {t} ∪

⋃

i STS(ui),� si t = Ifz(u1, u2, u3), alors STS(t) = {t} ∪ STS(u1).On montre que pour un ensemble de règles de réériture onstruit à ladé�nition 4.15, si t −→ t′ et STS(t) ontient un terme qui ne termine pas,



98 4. Le alul omme une suite de petits pasalors STS(t′) également. Soit u un élément de STS(t) qui ne termine pas. Sile terme u est t lui-même, alors t′ ne termine pas et STS(t′) ontient don unélément qui ne termine pas. Si et élément est distint de t, alors on véri�e,règle par règle, que ou bien et élément appartient à STS(t′) qui ontient donun élément qui ne termine pas ou bien et élément est de la forme S(u′) et
STS(t′) ontient u′, qui, d'après la remarque i-avant, ne termine pas.On montre ensuite, par réurrene sur la struture de t, que si t � t′ et
STS(t) ontient un terme qui ne termine pas, alors STS(t′) également, puisque si t �

∗ t′ et STS(t) ontient un terme qui ne termine pas, alors STS(t′)également.On en déduit que si l'un des ui ne termine pas et F (u1, . . . , un) �
∗ t′, alors

STS(t′) ontient un terme qui ne termine pas. L'un des sous-termes de t′ estdon un radial et t′ n'est pas irrédutible.On peut alors montrer que si la fontion f n'est pas dé�nie en p1, . . . , pn,alors le terme F (p1, . . . , pn) ne termine pas.Proposition 4.5Si les termes u1, . . . , un se réduisent en les termes p1, . . . , pn et f n'est pasdé�nie en p1, . . . , pn, alors F (u1, . . . , un) ne termine pas, 'est-à-dire que si
F (u1, . . . , un) �

∗ t′, alors t′ n'est pas irrédutible.Démonstration. Soit t′ un terme tel que F (u1, . . . , un) �
∗ t′, on montre parréurrene sur la onstrution de f que t′ n'est pas irrédutible.Les projetions, les fontions identiquement nulles, la fontion suesseur,l'addition, la multipliation et la fontion aratéristique de la relation d'ordresont totales.Si la fontion f est dé�nie omme la omposée de h et g1, . . . , gm, si, dans lasuite de rédution de F (u1, . . . , un) à t′ on ne réduit jamais un terme à la raine,

t′ est lui-même un radial. Si on réduit un radial à la raine après un ertainnombre d'étapes, on obtient le terme H(G1(u
′
1, . . . , u

′
n), . . . , Gm(u′

1, . . . , u
′
n))

&u′
1& . . .&u′

n où les u′
i sont des réduits de ui et t′ est un réduit de eterme. Par on�uene, u′

i se réduit en pi. Si l'une des fontions gi n'estpas dé�nie en p1, . . . , pn, alors, par hypothèse de réurrene, l'un des termes
Gi(u

′
1, . . . , u

′
n) ne termine pas et don, d'après la proposition 4.4, le terme

H(G1(u
′
1, . . . , u

′
n), . . . , Gm(u′

1, . . . , u
′
n)) non plus et don le terme

H(G1(u
′
1, . . . , u

′
n), . . . , Gm(u′

1, . . . , u
′
n))&u′

1 . . . &u′
n non plus. Sinon,

gi(p1, . . . , pn) = qi et la fontion h n'est pas dé�nie en q1, . . . , qm. Danse as, Gi(u
′
1, . . . , u

′
n) se réduit en qi et don par hypothèse de réurrene

H(G1(u
′
1, . . . , u

′
n), . . . , Gm(u′

1, . . . , u
′
n)) ne termine pas. Le terme
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H(G1(u

′
1, . . . , u

′
n), . . . , Gm(u′

1, . . . , u
′
n))&u′

1& . . . &u′
n ne termine don pas nonplus. Comme le terme H(G1(u

′
1, . . . , u

′
n), . . . , Gm(u′

1, . . . , u
′
n))&u′

1 . . .&u′
n netermine pas, t′ n'est pas un terme irrédutible.Si f est dé�nie par minimisation d'une fontion g. Alors, ou bien la fontion

g est partout dé�nie et elle prend partout une valeur non nulle, ou bien elleprend une valeur non nulle jusqu'à un ertaine valeur q − 1, puis n'est pasdé�nie en q.Dans le premier as, par hypothèse de réurrene si les termes u′
1, . . . , u

′
nse réduisent en p1, . . . , pn et u′ se réduit en un entier quelonque, le terme

G(u′
1, . . . , u

′
n, u′) se réduit en un entier non nul. On onstruit indutivement unensemble de termes qui ontient� les termes de la forme F (u′

1, . . . , u
′
n) où les termes u′

1, . . . , u
′
n se réduisenten p1, . . . , pn,� les termes de la forme F ′(u′

1, . . . , u
′
n, u′)&w1& . . .&ws où les termes

u′
1, . . . , u

′
n se réduisent en p1, . . . , pn et u′, w1, . . . , ws en des entiers quel-onques,� les termes de la forme Ifz(t, u, v)&w1& . . .&ws, où le terme t se réduiten un entier non nul, u est quelonque, v appartient à l'ensemble et

w1, . . . , ws se réduisent en des entiers quelonques.On montre que la rédution ne sort pas de et ensemble et don que le terme
t′ appartient à et ensemble et qu'il n'est, de e fait, pas irrédutible.Dans le seond as, par hypothèse de réurrene si les termes u′

1, . . . , u
′
n seréduisent en p1, . . . , pn et u′ se réduit en r pour r < q, le terme G(u′

1, . . . , u
′
n, u′)se réduit en un entier non nul. On onstruit indutivement un ensemble determes qui ontient� les termes de la forme F (u′

1, . . . , u
′
n) où les termes u′

1, . . . , u
′
n se réduisenten p1, . . . , pn,� les termes de la forme F ′(u′

1, . . . , u
′
n, u′)&w1& . . .&ws où les termes

u′
1, . . . , u

′
n se réduisent en p1, . . . , pn, u′ en r pour r < q et w1, . . . , ws endes entiers quelonques,� les termes de la forme Ifz(t, u, v)&w1& . . .&ws où le terme t se réduiten un entier non nul, u est quelonque, v appartient à l'ensemble et

w1, . . . , ws se réduisent en des entiers quelonques,� les termes de la forme Ifz(t, u, v)&w1& . . .&ws où le terme t ne terminepas u et v sont quelonques et w1, . . . , ws se réduisent en des entiersquelonques,� les termes de la forme v&t&w1& . . .&ws où le terme t ne termine pas vest quelonque et w1, . . . , ws se réduisent en des entiers quelonques.On montre que la rédution ne sort pas de et ensemble et don que le terme
t′ appartient à et ensemble et qu'il n'est, de e fait, pas irrédutible.On peut en�n onlure.



100 4. Le alul omme une suite de petits pasThéorème 4.1Toute fontion alulable est représentable par un ensemble de règles de rééri-ture en général et en appel par nom.Ce théorème a une réiproque : toutes les fontions représentables en appelpar nom par un ensemble de règles de réériture sont alulables. En e�et, lestermes du langage L sont des arbres, ils peuvent don naturellement être numé-rotés. Il su�t ensuite de montrer que la fontion qui dérit un pas élémentairede alul, 'est-à-dire la fontion qui à t assoie le terme u tel que t ≻ u estalulable.Exerie 4.5Donner une démonstration direte du fait que l'ensemble des fontions ex-primables par un ensemble de règles de réériture est los par dé�nition parréurrene.Exerie 4.6Une relation R dé�nie sur un ensemble E est dite fortement on�uente si àhaque fois que t R u et t R v, il existe un élément w tel que (u R w ou u = w)et (v R w ou v = w).Montrer qu'une relation fortement on�uente est on�uente.Exerie 4.7Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 4.6.Le but de et exerie est de montrer un as partiulier du théorème selonlequel un ensemble de règles orthogonal dé�nit une relation � on�uente. Soitle langage formé des onstantes a et b, du symbole de fontion unaire f et dusymbole de fontion binaire g. Soit l'ensemble de règles
a −→ b

f(x) −→ g(x, x)1. La relation � pour et ensemble de règles est indutivement dé�nie par lesrègles
a � b

f(t) � g(t, t)
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t � t′

f(t) � f(t′)

t1 � t′1
g(t1, t2) � g(t′1, t2)

t2 � t′2
g(t1, t2) � g(t1, t

′
2)A-t-on g(a, a) � g(b, b) ? La relation � dé�nie par et ensemble de règlesest-elle fortement on�uente ?2. Soit la variante de ette relation, la rédution parallèle, indutivement dé-�nie par les règles

t �
‖ t

a �
‖ b

f(t) �
‖ g(t, t)

t �
‖ t′

f(t) �
‖ f(t′)

t1 �
‖ t′1 t2 �

‖ t′2
g(t1, t2) �

‖ g(t′1, t
′
2)A-t-on g(a, a)�‖g(b, b) ? Montrer que la relation�

‖ est fortement on�uente.Montrer que la relation �
‖ est on�uente.3. Montrer que si t�u alors t�‖u. Montrer que si t�∗u alors t�‖∗u. Montrerque si t �

‖ u alors t �
∗ u. Montrer que si t �

‖∗ u alors t �
∗ u. Montrer quela relation � est on�uente.Exerie 4.8 (Le prinipe de réurrene n÷thérienne)Soit R une relation dé�nie sur un ensemble E. Une suite de rédutions pourette relation est une suite �nie ou in�nie x0, x1, x2, . . . telle que pour tout i,

xi R xi+1. On dit qu'un élément x de E termine fortement si toute suite derédutions issue de x est �nie.On dit que la relation R termine fortement ou enore qu'elle est bien fondéeou enore qu'elle est n÷thérienne si tout élément termine fortement.1. Montrer qu'un élément qui termine fortement termine.2. Donner une relation pour laquelle tout élément termine, mais il existe deséléments qui ne terminent pas fortement.



102 4. Le alul omme une suite de petits pas3. Soit R une relation sur un ensemble E. On dit qu'un élément u est unréduit de t, t R+ u, s'il existe une suite de rédutions �nie et non réduiteà un élément qui va de t à u. Soit A un sous-ensemble de E tel quepour tout élément x de Esi tous les réduits de x sont dans A, alors x est dans AMontrer que si x n'est pas dans A, il ne termine pas fortement. Montrerque si x termine fortement, il appartient à A. Montrer que si R est bienfondée alors tous les éléments de E appartiennent à A.Exerie 4.9 (Le théorème de Newman)Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 4.8.Une relation R dé�nie sur un ensemble E est dite loalement on�uente si àhaque fois que t R u et t R v, il existe un élément w tel que u R∗ w et v R∗ w.1. On onsidère un ensemble formé de quatre éléments a, b, c et d et la relationdé�nie par a R b, b R a, a R c et b R d. Cette relation est-elle loalementon�uente ? Est-elle on�uente ? Une relation loalement on�uente est-elleon�uente ?2. Montrer qu'une relation bien fondée et loalement on�uente est on�uente.4.2 Le lambda-alulL'idée du lambda-alul est de rapproher le langage des programmes deelui utilisé habituellement, en mathématiques, pour exprimer les fontions.Si e est une fontion, qui, à l'entier p, assoie l'entier 2p, la fontion qui àl'entier p assoie l'entier 22p s'exprime dans le langage de la setion 3.4.2 parle terme ◦1
1(e, e) ou enore par le terme ◦1

1(e, ◦
1
1(e, π

1
1)). On peut, ependant,l'érire plus simplement x 7→ App(e, App(e, x)), ou λx App(e, App(e, x)), ouenore fun x → App(e, App(e, x)), en utilisant un symbole binaire App, qui nelie pas de variables dans ses arguments et un symbole unaire 7→, aussi noté λ oufun, qui lie une variable dans son argument. En notant (t u) le terme App(t, u)l'expression i-avant s'érit plus simplement fun x → (e (e x)).Il n'est pas néessaire d'étendre la notation fun pour onstruire des fon-tions de plusieurs arguments, ar on peut toujours onstruire de telles fon-tions omme des fontions d'un argument unique en utilisant l'isomorphisme

(A×B) → C = A → (B → C). Par exemple, la fontion qui à x et y assoie lenombre x × x + y × y est dé�nie omme la fontion qui à x assoie la fontionqui à y assoie le nombre x × x + y × y : fun x → fun y → (x × x + y × y).



4.2 Le lambda-alul 103Appliquer ette fontion f aux nombres 3 et 4 demande de l'appliquer d'abordà 3, e qui donne le terme (f 3), qui est la fontion qui à y assoie 3×3+y×y,puis à 4, e qui donne le terme ((f 3) 4).Dé�nition 4.16 (Le langage du lambda-alul)Le langage du lambda-alul est formé d'un symbole binaire App qui ne lie pasde variables et d'un symbole unaire fun qui lie une variable dans son argument.Quand on applique une fontion fun x → t à un terme u, on veut pouvoirtransformer ette expression en l'expression (u/x)t dans laquelle l'argumentformel x a été substitué par l'argument réel u. Cette transformation est le pasélémentaire de alul du lambda-alul que l'on itère.Dé�nition 4.17 (Une étape de bêta-rédution à la raine)Une étape de bêta-rédution à la raine est la relation sur les termes du lambda-alul −→ dé�nie par
((fun x → t) u) −→ (u/x)tDé�nition 4.18 (Radial)Un radial est un terme rédutible par la relation −→, 'est-à-dire un terme dela forme ((fun x → t) u).La relation −→ s'étend en une relation qui permet de réduire un terme dela forme ((fun x → t) u) dans un sous-terme.Dé�nition 4.19 (Une étape de bêta-rédution)Une étape de bêta-rédution est la relation sur les termes du lambda-alul �indutivement dé�nie par� si t −→ t′, alors t � t′,� si t � t′, alors (t u) � (t′ u),� si u � u′, alors (t u) � (t u′),� si t � t′, alors (fun x → t) � (fun x → t′).



104 4. Le alul omme une suite de petits pasDé�nition 4.20 (La bêta-rédution)La bêta-rédution �
∗ est la fermeture ré�exive-transitive de la relation �.Dé�nition 4.21 (Irrédutibilité, terminaison)On dit qu'un terme t est irrédutible, s'il est irrédutible pour la relation �,'est-à-dire si auun de ses sous-termes n'est un radial.On dit qu'un terme t termine s'il termine pour la relation �, 'est-à-dires'il existe un terme irrédutible t′ tel que t �

∗ t′.Par exemple, le terme ((fun x → (x x)) y) termine ar il se réduit en le termeirrédutible (y y). En revanhe, le terme ω = ((fun x → (x x)) (fun x → (x x)))ne termine pas, ar le seul terme en lequel il se réduit est ω lui-même. Le terme
((fun x → y) ω), quant à lui, termine ar il se réduit en le terme irrédutible y.Puisque, quand un terme ontient plusieurs radiaux, on peut réduire n'im-porte lequel de es radiaux, rien n'empêhe, a priori, un terme de se réduireen plusieurs termes irrédutibles distints. On peut ependant montrer que en'est pas le as, en utilisant un théorème de on�uene de la relation �, quise démontre en montrant la on�uene forte d'une relation de bêta-rédutionparallèle, omme à l'exerie 4.7, mais que nous ne démontrons pas ii.Proposition 4.6 (La on�uene de la bêta-rédution)La relation � est on�uente.La relation � étant on�uente, un terme u se réduit en au plus un termeirrédutible : si t �

∗ u et t �
∗ v et u et v sont irrédutibles, alors u = v.Plus généralement, si t, u et v sont trois termes tels que t �

∗ u et t �
∗ v et

v est irrédutible, alors u �
∗ v. En revanhe, ertains termes, omme le terme

((fun x → y) ω) i-avant, se réduisent en un terme irrédutible, si on hoisit deréduire un radial, et se réduisent à l'in�ni, si on hoisit d'en réduire un autre.On peut remarquer que le lambda-alul n'est pas tout à fait un ensemblede règles de réériture au sens de la setion préédente, ar le symbole funlie une variable, alors que les langages onsidérés à la setion préédente étaitsans lieurs. De plus, le membre droit de la règle de bêta-rédution utilise uneopération annexe : la substitution. En�n, dans le membre gauhe de la règle debêta-rédution, on ne peut pas onsidérer t et u omme des variables que l'oninstanierait ave une substitution σ, ar la substitution évitant les aptures,ela interdirait à x d'apparaître dans le terme t. Il serait don néessaire d'in-



4.2 Le lambda-alul 105troduire une distintion entre les variables omme x et les variables omme ta�n que la substitution de la variable t par un terme permette de apturer x� le même genre de distintion est néessaire si on veut étendre la logique desprédiats ave des lieurs dans les termes. Il existe des extensions de la notionde réériture aux langages ave des symboles lieurs, qui vont dans e sens, maisnous ne les aborderons pas dans e livre.Supposons que nous assoions à haque entier p un terme irrédutible dulambda-alul p. Nous pouvons alors dé�nir une notion de représentation desfontions dans le lambda-alul.Dé�nition 4.22 (La représentation des fontions dans le lambda-alul)On dit qu'un terme F du lambda-alul représente une fontion f des entiersdans les entiers si pour tout n-uplet d'entiers p1, . . . , pn� si f(p1, . . . , pn) = q, alors (F p1 . . . pn) �
∗ q,� si f n'est pas dé�nie en p1, . . . , pn, alors le terme (F p1 . . . pn) ne terminepas.Comme dans le as de la réériture, ette dé�nition n'entre pas omplète-ment dans le adre que nous avons dé�ni dans l'introdution de e hapitrepuisqu'un terme dont plusieurs sous-termes sont des radiaux peut se réduireen plusieurs autres termes.On peut, toutefois, dé�nir une stratégie partiulière : la rédution en appelpar nom qui supprime e non-déterminisme. De plus, un théorème, le théorèmede standardisation, montre que l'on ne perd rien en se limitant à la rédutionen appel par nom.Dé�nition 4.23 (Une étape de bêta-rédution en appel par nom)Une étape de bêta-rédution en appel par nom est la relation sur les termes dulambda-alul ≻ indutivement dé�nie par� si t −→ t′, alors t ≻ t′,� si (t u) n'est pas un radial ('est-à-dire si t n'est pas de la forme fun) etsi t ≻ t′, alors (t u) ≻ (t′ u),� si (t u) n'est pas un radial et auun sous-terme de t n'est un radial et

u ≻ u′, alors (t u) ≻ (t u′),� si t ≻ t′, alors (fun x → t) ≻ (fun x → t′).Autrement dit, fae à un terme qui ontient plusieurs radiaux, on hoisit unradial prioritaire. Si le terme a la forme fun x → t, alors le radial prioritaire



106 4. Le alul omme une suite de petits pasest le radial prioritaire de t. Si le terme a la forme (t u), alors on donnepriorité au radial à la raine, s'il en existe un, sinon on donne priorité auradial prioritaire de t, s'il en existe un, et sinon au radial prioritaire de u. Leradial prioritaire est don elui qui est le plus à gauhe dans le terme.On peut remarquer si un terme est irrédutible pour la relation �, il neontient pas de radiaux et il est don également irrédutible pour la relation
≻. Si, en revanhe, un terme peut être réduit par la relation �, alors il ontientun ou plusieurs radiaux et il peut être réduit par la relation ≻. Dans e as,ependant, il existe un terme unique en lequel il se réduit en appel par nom.Dé�nition 4.24 (La bêta-rédution en appel par nom)La bêta-rédution ≻∗ est la fermeture ré�exive-transitive de la relation ≻, in-dutivement dé�nie par� t ≻∗ t,� si t ≻ t′ et t′ ≻∗ t′′, alors t ≻∗ t′′.Nous avons vu que ertains termes, omme ((fun x → y) ω), se réduisenten un terme irrédutible, si on hoisit de réduire un radial, et se réduisentà l'in�ni, si on hoisit d'en réduire un autre. Le théorème de standardisation,que nous ne démontrons pas ii, montre que pour un tel terme, la rédution enappel par nom termine toujours.Proposition 4.7 (Le théorème de standardisation)Si t �

∗ t′ et t′ est irrédutible, alors t ≻∗ t′.Une onséquene du théorème de standardisation est que si un terme netermine pas pour la bêta-rédution en appel par nom, alors il ne termine paspour la bêta-rédution en général.Nous pouvons nous don nous limiter à utiliser la rédution en appel parnom et dé�nir de manière alternative les notions d'irrédutibilité, de terminai-son et de représentation des fontions.Proposition 4.8� Un terme est irrédutible si et seulement s'il ne peut pas être réduit parla relation ≻.� Un terme t termine si et seulement s'il existe un terme irrédutible t′ telque t ≻∗ t′.



4.2 Le lambda-alul 107� Un terme F du lambda-alul représente une fontion f des entiers dansles entiers si et seulement si pour tout n-uplet d'entiers p1, . . . , pn� si f(p1, . . . , pn) = q, alors (F p1 . . . pn) ≻∗ q,� si f n'est pas dé�nie en p1, . . . , pn, alors le terme (F p1 . . . pn) netermine pas en appel par nom.La rédution en appel par nom nous permet de revenir dans le adreque nous avons dé�ni dans l'introdution de e hapitre. Un programme estun terme du lambda-alul, le terme formé du programme F et des entiers
p1, . . . , pn est simplement le terme (F p1 . . . pn) et le pas élémentaire de alulest la rédution en appel par nom.Nous voulons maintenant montrer que toutes les fontions alulables sontreprésentables dans le lambda-alul. Le hoix du terme p représentant l'entier
p a été originellement guidé par la volonté de représenter les fontions dé�niespar réurrene, qui a mené à donner une réponse originale à la question : qu'est-e qu'un entier ? Au lieu de répondre que l'entier 3 est e qu'il y a de ommunà tous les ensembles de trois éléments, e qui mène à la dé�nition des entiersomme des ardinaux, on répond que l'entier 3 est un algorithme qui itère troisfois une fontion. Cela mène à la dé�nition

3 = fun x → fun f → (f (f (f x)))et plus généralement à la dé�nition suivante.Dé�nition 4.25 (Les entiers de Churh)Le terme p est le terme
p = fun x → fun f → (f (f . . . (f

︸ ︷︷ ︸

p fois x) . . .))Si le terme t est l'entier de Churh p et que u et v sont des termes quel-onques, alors le terme (t u v) se réduit en appel par nom en deux étapes en leterme w = (v (v . . . (v u) . . .)) ave p ourrenes du terme v.Cependant, si le terme t se réduit, en appel par nom, en p, sans être nées-sairement égal à p, on ne peut pas montrer que le terme (t u v) se réduit en leterme (v (v . . . (v u) . . .)) ar, quand on réduit (t u v) en appel par nom, dèsque le terme t a été réduit en un terme de la forme fun, le radial prioritairen'est plus dans le réduit de t, mais à la raine. Toutefois, on peut montrer quesi le terme t se réduit en p alors le terme (t u v) appartient à l'ensemble Iu,v
poù la famille d'ensembles (Iu,v

p )p est dé�nie par réurrene sur p de la manièresuivante.



108 4. Le alul omme une suite de petits pasDé�nition 4.26L'ensemble Iu,v
0 est l'ensemble des termes qui se réduisent, en appel par nom,en u et l'ensemble Iu,v

p+1 est l'ensemble des termes qui se réduisent en appel parnom, en un terme de la forme (v w) où w ∈ Iu,v
p .Proposition 4.9Si le terme t se réduit en p, en appel par nom, alors le terme (t u v) appartientà Iu,v

p .Démonstration. On montre, plus généralement, qu'il existe un terme w de Iu,v
p ,tel que le terme (t u v) se réduise en w, en appel par nom, en deux étapes. Parréurrene double sur p et sur la longueur de la rédution de t à p.Si t = p, alors le terme (t u v) se réduit, en appel par nom, en deux étapes,en le terme w = (v (v . . . (v u) . . .)), ave p ourrenes du terme v, quiappartient à Iu,v

p .Sinon, il existe un terme t′ tel que t ≻ t′ et t′ se réduise en p en appel parnom en une étape de moins. Le as où le terme t n'est pas de la forme fun estfaile, ar dans e as, le terme (t u v) se réduit en (t′ u v) en appel par nomet il su�t d'appliquer l'hypothèse de réurrene.Si, en revanhe, t est de la forme fun, il s'érit fun y1 → . . . fun yn → t1 où
t1 n'est pas de la forme fun et n 6= 0. Le terme t se réduisant en un entier deChurh, on a n = 1 ou n = 2. Érivons t1 = (r s1 . . . sm) où r n'est pas uneappliation. Le terme r est don une variable ou un terme de la forme fun.Si le terme r est une variable, alors le terme t se réduisant en un entierde Churh, mais n'étant pas irrédutible, n = 2, r = y2, m = 1. Le terme
(t u v) est don égal à ((fun y1 → fun y2 → (y2 s1)) u v) et il se réduit, enappel par nom, en deux étapes, en le terme w = (v (u/y1, v/y2)s1). On pose
w′ = (u/y1, v/y2)s1. Le terme fun y1 → fun y2 → s1 se réduit en p − 1 en appelpar nom et le terme ((fun y1 → fun y2 → s1) u v) se réduit en w′, en appelpar nom, en deux étapes. Par hypothèse de réurrene, le terme w′ appartientà Iu,v

p−1 et don w appartient à Iu,v
p .Si le terme r est de la forme fun z → r′, alors t1 = ((fun z → r′) s1 . . . sm)et e terme n'étant pas de la forme fun, m 6= 0. Le terme t est don dela forme fun y1 → fun y2 → . . . fun yn → ((fun z → r′) s1 s2 . . . sm)et le terme t′ en lequel il se réduit en appel par nom en une étape estfun y1 → fun y2 → . . . fun yn → ((s1/z)r′ s2 . . . sm). Si n = 1, le terme (t′ u v)est égal à ((fun y1 → ((s1/z)r′ s2 . . . sm)) u v) et il se réduit, en appel parnom, en une étape, en w = (((u/y1, (u/y1)s1/z)r′ (u/y1)s2 . . . (u/y1)sm) v).Par hypothèse de réurrene, e terme appartient à Iu,v

p . Le terme (t u v)



4.2 Le lambda-alul 109est égal à ((fun y1 → ((fun z → r′) s1 . . . sm)) u v), il se réduit, enappel par nom, en deux étapes, en w, dont on a montré qu'il appartenaità Iu,v
p . Si n = 2, le terme (t′ u v) est égal à ((fun y1 → fun y2 →

((s1/z)r′ s2 . . . sm)) u v), il se réduit, en appel par nom, en deux étapes,en b = ((u/y1, v/y2, (u/y1, v/y2)s1/z)r′ (u/y1, v/y2)s2 . . . (u/y1, v/y2)sm). Parhypothèse de réurrene, e terme appartient à Iu,v
p . Le terme (t u v) est égalà ((fun y1 → fun y2 → ((fun z → r′) s1 . . . sm)) u v), il se réduit, en appel parnom, en trois étapes, en b. Le terme (t u v) se réduit don, en deux étapes, enun terme w qui se réduit en b. On a montré que le terme b appartenait à Iu,v

p ,'est don également le as du terme w.Proposition 4.10Si t et u sont des termes qui se réduisent, en appel par nom, en des entiers deChurh n et p, et x, y et f sont des variables qui n'apparaissent pas dans t et
u, alors� le terme fun x → fun f → (f (t x f)) se réduit, en appel par nom, en leterme n + 1,� le terme fun x → fun f → (t (u x f) f) se réduit, en appel par nom, enle terme n + p,� le terme fun x → fun f → (t x (fun y → (u y f))) se réduit, en appel parnom, en le terme n × p,� le terme (t (K 1) T (u (K 0) T )), où K = fun x → fun y → x et

T = fun g → fun h → (h g), se réduit, en appel par nom, en le terme
χ≤(n, p).Démonstration. On ommene par montrer le lemme suivant par réurrenesur n : si un terme appartient à Iv,f

n où f est une variable et v un termequelonque, alors e terme se réduit, en appel par nom, en (f (f . . . (f v) . . .))ave n ourrenes du symbole f . On démontre ensuite les quatre propositions.� Le terme (t x f) se réduit, en appel par nom, en (f (f . . . (f x) . . .)) ave nourrenes du symbole f , le terme (f (t x f)) en (f (f . . . (f x) . . .)) ave
n + 1 ourrenes du symbole f et le terme fun x → fun f → (f (t x f))en n + 1.� En utilisant la proposition 4.9, le terme v = (u x f) appartient à Ix,f

p etle terme (t (u x f) f) appartient à Iv,f
p . En utilisant le lemme i-avant, leterme (t (u x f) f) se réduit, en appel par nom, en (f (f . . . (f v) . . .))ave n ourrenes du symbole f , puis en (f (f . . . (f x) . . .)) ave n+ pourrenes du symbole f . Le terme fun x → fun f → (t (t x f) f) seréduit don, en appel par nom, en n + p.� On montre, par réurrene sur n, que si un terme v appartient à
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I

x,fun y→(u y f)
n , alors il se réduit, en appel par nom, en

(f (f . . . (f x) . . .)), ave n × p ourrenes du symbole f . Dans leas n = 0, le terme v se réduit, en appel par nom, en x. Sinon, il seréduit, en appel par nom, en ((fun y → (u y f)) v′), puis en (u v′ f)ave v′ dans I
x,fun y→(u y f)
n−1 . D'après la proposition 4.9 e terme ap-partient à Iv′,f

p et, d'après le lemme i-avant, il se réduit don, enappel par nom, en (f (f . . . (f v′) . . .)) ave p ourrenes du sym-bole f , puis, par hypothèse de réurrene, en (f (f . . . (f x) . . .)) ave
p + (n− 1)× p = n× p ourrenes du symbole f . D'après la proposition4.9, le terme (t x (fun y → (u y f))) appartient à I

x,fun y→(u y f)
n , il seréduit don, en appel par nom, en (f (f . . . (f x) . . .)) ave n× p our-renes du symbole f . Le terme fun x → fun f → (t x (fun y → (u y f)))se réduit don, en appel par nom, en n × p.� On montre, par réurrene sur n + p, que si a est un terme de I

(K α),T
net b est un terme de I

(K β),T
p , alors (a b) se réduit, en appel par nom, en

α, si n ≤ p, et en β, si p + 1 ≤ n. Si n = 0, alors le terme a se réduit, enappel par nom, en (K α) et omme e terme n'est pas de la forme fun,le terme (a b) se réduit, en appel par nom, en (K α b), qui se réduit àson tour, en appel par nom, en α. Sinon, le terme a se réduit, en appelpar nom, en (T a′), où a′ est un élément de I(K α),T
n−1 , et omme e termen'est pas de la forme fun, le terme (a b) se réduit, en appel par nom, en

(T a′ b), qui se réduit à son tour, en appel par nom, en (b a′) qui, parhypothèse de réurrene, se réduit, en appel par nom, en β, si p ≤ n− 1,'est-à-dire si p + 1 ≤ n, et en α, si n ≤ p. D'après la proposition 4.9,le terme (t (K 1) T ) appartient à I
(K 1),T
n et le terme (u (K 0) T ) à

I
(K 0),T
p . Le terme (t (K 1) T (u (K 0) T )) se réduit don en 1, si n ≤ pet en 0 sinon, 'est-à-dire en χ≤(n, p).Dé�nition 4.27 (Le test)On pose Ifz(t, u, v) = (t u fun x → v)où x est une variable qui n'apparaît pas dans v.Proposition 4.11Soient t, u et v trois termes du lambda-alul tels que t se réduise, en appelpar nom, en un entier de Churh p. Si p = 0, alors Ifz(t, u, v) ≻∗ u, et si p 6= 0,Ifz(t, u, v) ≻∗ v.



4.2 Le lambda-alul 111Démonstration. D'après la proposition 4.9.Comme dans le as de la réériture, si G est un terme qui représente unefontion g qui n'est pas dé�nie en 4 et H un terme qui représente la fontion
h identiquement nulle, alors il faut s'assurer que le terme qui représente lafontion h◦g ne termine pas en 4. Pour ela, omme dans le as de la réériture,la fontion h ne sera pas représentée par le terme fun x → 0 mais par un termeun peu plus ompliqué fun x → 0&x qui s'assure que son argument termine surun entier de Churh et, de même, la fontion f sera représentée par le termefun x → (H (G x))&x.Dé�nition 4.28Pour tout terme t et pour tout terme u, on pose

t&u = Ifz(u, t, t) = (u t (fun x → t))où x est une variable qui n'apparaît pas dans t.Proposition 4.12Soient t et u deux termes du lambda-alul tels que u se réduise, en appel parnom, en un entier de Churh. Alors t&u ≻∗ t.Démonstration. D'après la proposition 4.11.En�n, pour représenter les fontions dé�nies par minimisation, il faut formu-ler, dans le lambda-alul, un méanisme qui permet d'itérer perpétuellementle test de la valeur de g(0), g(1), g(2), . . . jusqu'à obtenir la valeur 0. Pourela on utilise le fait qu'il est possible dans le lambda-alul d'appliquer unefontion à elle-même.Dé�nition 4.29 (Le point �xe)Pour tout terme t, on pose
Yt = ((fun x → (t (x x))) (fun x → (t (x x))))Proposition 4.13

Yt ≻ (t Yt).



112 4. Le alul omme une suite de petits pasNous pouvons à présent assoier à haque fontion alulable un terme dulambda-alul.Dé�nition 4.30 (La représentation des fontions alulables)Soit f une fontion alulable à n arguments, on assoie à f un terme dulambda-alul, dé�ni par réurrene sur la onstrution de f .Si f est la i-ième projetion, on lui assoie le termefun x1 → . . . fun xn → ((((xi&x1)& . . .&xi−1)&xi+1)& . . . &xn)Si f est la fontion identiquement nulle, on lui assoie le termefun x1 → . . . fun xn → ((0&x1)& . . .&xn)Si f est la fontion suesseur, on lui assoie le terme
S = fun n → ((fun x → fun f → (f (n x f)))&n)Si f est l'addition, on lui assoie le termefun p → fun q → ((fun x → fun f → (p (q x f) f))&p&q)Si f est la multipliation, on lui assoie le termefun p → fun q → ((fun x → fun f → (p x (fun y → (q y f))))&p&q)Si f est la fontion aratéristique de la relation d'ordre, on lui assoie le termefun p → fun q → ((p (K 1) T (q (K 0) T ))&p&q)où K = fun x → fun y → x et T = fun g → fun h → (h g). Si f est dé�nie paromposition des fontions h et g1, . . . , gm, alors soient G1, . . . , Gm et H lestermes assoiés à es fontions, on assoie à f le termefun x1 → . . . fun xn → ((H (G1 x1 . . . xn) . . . (Gm x1 . . . xn))&x1& . . .&xn)Si f est dé�nie par minimisation d'une fontion g, alors soit G le terme assoiéà ette fontion, soit G′ le terme fun f → fun x1 → . . . fun xn → fun xn+1 →

(Ifz((G x1 . . . xn xn+1), xn+1, (f x1 . . . xn (S xn+1)))) on assoie à f le termefun x1 → . . . fun xn → ((YG′ x1 . . . xn 0)&x1& . . .&xn)Nous voulons maintenant montrer que es termes représentent les fontionsalulables auxquelles ils sont assoiés.



4.2 Le lambda-alul 113Proposition 4.14Soit F un terme du lambda-alul assoié à une fontion alulable f et soient
p1, . . . , pn des entiers tels que f(p1, . . . , pn) = q, alors

(F p1 . . . pn) ≻∗ qDémonstration. Par réurrene sur la onstrution de la fontion f , on montreplus généralement que si u1, . . . , un sont des termes qui se réduisent, en appelpar nom, en p1, . . . , pn, alors (F u1 . . . un) ≻∗ q.Si f est une projetion, une fontion identiquement nulle, la fontion su-esseur, l'addition, la multipliation ou la fontion aratéristique de la relationd'ordre, la propriété est une onséquene des propositions 4.10 et 4.12.Si f est une fontion dé�nie par omposition des fontions h et g1, . . . , gm,alors il existe des entiers r1, . . . , rm tels que g1(p1, . . . , pn) = r1, . . . ,
gm(p1, . . . , pn) = rm et h(r1, . . . , rm) = q. En utilisant la proposition 4.12,le terme (F u1 . . . un) se réduit, en appel par nom, en (H (G1 u1 . . . un) . . .

(Gm u1 . . . un)). Par hypothèse de réurrene, le terme (G1 u1 . . . un) seréduit, en appel par nom, en r1, . . . , (Gm u1 . . . un) se réduit, en appel parnom, en rm et (H (G1 u1 . . . un) . . . (Gm u1 . . . un)) se réduit, en appel parnom, en q.Si f est une fontion dé�nie par minimisation d'une fontion g, alorspour tout r stritement inférieur à q, g(p1, . . . , pn, r) est un entier non nulet g(p1, . . . , pn, q) = 0. Si u est un terme qui se réduit, en appel par nom,vers un entier de Churh r pour r stritement inférieur à q, alors le terme
(YG′ u1 . . . un u) se réduit, en appel par nom, enIfz((G u1 . . . un u), u, (YG′ u1 . . . un (S u)))Par hypothèse de réurrene, le terme (G u1 . . . un u) se réduit, en appel parnom, en un entier de Churh non nul et don, d'après la proposition 4.11, leterme (YG′ u1 . . . un u) se réduit, en appel par nom, en (YG′ u1 . . . un (S u)).Ainsi, en utilisant la proposition 4.12, le terme (F u1 . . . un) se réduit,en appel par nom, en (YG′ u1 . . . un 0), puis en (YG′ u1 . . . un (S 0)),
(YG′ u1 . . . un (S (S 0))), . . . (YG′ u1 . . . un (Sq 0)). En�n, e terme seréduit, en appel par nom, enIfz((G u1 . . . un (Sq 0)), (Sq 0), (YG′ u1 . . . un (S (Sq 0))))Par hypothèse de réurrene, le terme (G u1 . . . un (Sq 0)) se réduit, en appelpar nom, en 0 et don, d'après la proposition 4.11, e terme se réduit, en appelpar nom, en (Sq 0) et �nalement en q.Nous voulons maintenant montrer que si F est un terme du lambda-alulqui est assoié à une fontion alulable f et u1, . . . , un sont des termes qui



114 4. Le alul omme une suite de petits passe réduisent, en appel par nom, en des entiers de Churh p1, . . . , pn tels que
f ne soit pas dé�nie en p1, . . . , pn, alors le terme (F u1 . . . un) ne terminepas. Malheureusement, ette propriété de non-terminaison se ompose mal.Par exemple, le terme fun f → (f ω) ne termine pas, mais en appliquant eterme à fun x → y on obtient un terme qui termine. Nous allons don montrerune propriété un peu plus forte : que le terme (F u1 . . . un) est isolé.Dé�nition 4.31 (Terme isolé)Un terme t est isolé, si pour tout terme t′ tel que t ≻∗ t′, le terme t′ n'est niirrédutible ni de la forme fun.Proposition 4.15Si t ≻∗ u et u est isolé, alors t est isolé.Démonstration. Soit t′ un terme tel que t ≻∗ t′. Comme t se réduit en appelpar nom à la fois en u et en t′, ou bien u ≻∗ t′ ou bien t′ ≻∗ u. Dans lepremier as, t′ n'est ni irrédutible ni de la forme fun. Dans le seond, t′ n'estpas irrédutible et s'il était de la forme fun, le terme u également serait de laforme fun, e qui n'est pas le as puisqu'il est isolé.Proposition 4.16Si t est isolé, alors les termes (t u), Ifz(t, u, v) et u&t sont isolés.Démonstration. Si t est isolé, alors la suite de rédutions t = t0, t1, . . . en appelpar nom issue de t ne ontient que des termes qui ontiennent un radial etqui ne sont pas de la forme fun. La suite de rédutions issue de (t u) est don
(t0 u), (t1 u), . . . En e�et, pour tout i, ti ontient un radial et n'est pas de laforme fun, le radial prioritaire de (ti u) est don le radial prioritaire de ti.On en déduit que (t u) est isolé.Les termes Ifz(t, u, v) et u&t sont don isolés.Proposition 4.17Soit F un terme du lambda-alul assoié à une fontion alulable f . Soient
u1, . . . , un des termes tels que haun des ui se réduise en un entier de Churhou soit isolé. Si au moins l'un des ui est isolé, alors (F u1 . . . un) est isolé.



4.2 Le lambda-alul 115Démonstration. Par as sur la onstrution de la fontion f , en utilisant lespropositions 4.15 et 4.16 dans haun des as.Proposition 4.18Soit F un terme du lambda-alul assoié à une fontion alulable f et soient
p1, . . . , pn des entiers tels que f ne soit pas dé�nie en p1, . . . , pn, alors le terme
(F p1 . . . pn) ne termine pas.Démonstration. Par réurrene sur la onstrution de la fontion f , on montreplus généralement que si u1, . . . , un sont des termes qui se réduisent, en appelpar nom, en des entiers de Churh p1, . . . , pn, alors le terme (F u1 . . . un) estisolé.Les projetions, les fontions identiquement nulles, la fontion suesseur,l'addition, la multipliation et la fontion aratéristique de la relation d'ordresont totales.Si la fontion f est dé�nie par omposition à partir des fontions h et
g1, . . . , gm, alors, d'après la proposition 4.12, le terme (F u1 . . . un) se réduit,en appel par nom, en

(H (G1 u1 . . . un) . . . (Gm u1 . . . un))Si l'une des fontions gi n'est pas dé�nie en p1, . . . , pn, alors, par hypothèsede réurrene, l'un des termes (Gi u1 . . . un) est isolé. D'après la proposition4.17, le terme (H (G1 u1 . . . un) . . . (Gm u1 . . . un)) est isolé. Et d'après laproposition 4.15, le terme (F u1 . . . un) également. Si, en revanhe, il existe desentiers r1, . . . , rm tels que r1 = g1(p1, . . . , pn), . . . , rm = gm(p1, . . . , pn), alors hn'est pas dé�nie en r1, . . . , rm. Les termes (Gi u1 . . . un) se réduisent en ri et,par hypothèse de réurrene, le terme (H (G1 u1 . . . un) . . . (Gm u1 . . . un))est isolé. D'après la proposition 4.15, le terme (F u1 . . . un) également.Si la fontion f est dé�nie par minimisation à partir d'une fontion g alorssi g prend des valeurs non nulles en (p1, . . . , pn, 0), (p1, . . . , pn, 1), . . . , alors,le terme (F u1 . . . un) se réduit, en appel par nom, en (YG′ u1 . . . un 0),
(YG′ u1 . . . un (S 0)), . . . et il est don isolé. Si, en revanhe, la fontion g prenddes valeurs non nulles en (p1, . . . , pn, 0), (p1, . . . , pn, 1), . . . , (p1, . . . , pn, q − 1)et n'est pas dé�nie en (p1, . . . , pn, q), alors le terme (F u1 . . . un) se réduit, enappel par nom, en Ifz((G u1 . . . un (Sq 0)), (Sq 0), (YG′ u1 . . . un (Sq 0))) oùle terme (G u1 . . . un (Sq 0)) est isolé. D'après la proposition 4.16, le termeIfz((G u1 . . . un (Sq 0)), (Sq 0), (YG′ u1 . . . un (Sq 0))) est isolé. Et don,d'après la proposition 4.15, le terme (F u1 . . . un) également.On peut en�n onlure.



116 4. Le alul omme une suite de petits pasThéorème 4.2Toutes les fontions alulables sont représentables dans le lambda-alul.Ce théorème a une réiproque : toutes les fontions représentables dansle lambda-alul sont alulables. En e�et, les termes du lambda-alul sontdes arbres, ils peuvent don naturellement être numérotés. Il su�t ensuite demontrer que la fontion qui dérit un pas élémentaire de alul, 'est-à-dire lafontion qui à t assoie le terme u tel que t ≻ u est alulable.4.3 Les mahines de TuringSi le lambda-alul tentait de rapproher la notation des programmes de lanotation habituelle des fontions, les mahines de Turing tentent, en revanhe,de prendre en ompte le fait qu'un alul se déroule non seulement dans letemps, mais aussi dans l'espae.Une mahine de Turing est onstituée d'un ertain nombre k de bandes.Chaque bande ontient une in�nité de ases : une première, puis une deuxièmesituée à droite de la première, une troisième située à droite de la deuxième, . . .
...

...

...

...

s

Chaque ase ontient un symbole qui appartient à un ensemble �ni Σ. Cetensemble ontient, parmi d'autres symboles, un symbole blan b et une roix
×. Au départ, seul un nombre �ni de ases ontient un symbole di�érent de b etette propriété est un invariant de l'évolution de la mahine. Les roix serventà repérer la première ase de haque bande.Un autre ingrédient qui entre dans la onstitution d'une mahine de Turingest une tête de leture et d'ériture qui à haque instant se trouve à une ertaineposition sur les bandes. Cette tête est dans un état s, qui varie au ours dutemps dans un ensemble �ni.Un dernier ingrédient est une table de transition qui dérit l'évolution dansle temps de la mahine. À haque petit pas de alul, la tête lit le ontenu des kbandes à sa position ourante. En fontion de e k-uplet de symboles et de son



4.3 Les mahines de Turing 117état, la table presrit : un k-uplet de symboles à érire sur les bandes, un nouvelétat et un déplaement −1 : à gauhe, 0 : sur plae ou +1 : à droite. La tête éritles k symboles, hange d'état et de position, puis passe au petit pas suivant. Latable de transition est don une fontion de Σk ×S dans Σk ×S×{−1, 0, +1}.On se limite au as où la table de transition est telle que la mahine n'éritjamais ni n'e�ae de roix et ne peut pas se déplaer vers la gauhe quand ellelit une suite de k roix.Quand la mahine démarre, la tête est toujours à gauhe, 'est-à-dire sur lapremière ase de haque bande, et dans un état partiulier, appelé état initial.Quand elle atteint un ertain état, appelé état �nal, si jamais elle l'atteint, ellea terminé son alul.Une mahine se dé�nit don par un ensemble �ni Σ de symboles, un en-tier : son nombre de bandes, un ensemble �ni d'états, qui ontient deux étatspartiuliers : un état initial et un état �nal, et une table de transition.Comment aluler ave une telle mahine ? On onsidère des mahines dontl'ensemble de symboles Σ ontient, outre le symbole blan et la roix, un troi-sième symbole : le bâton |. Une fontion f de Nn dans N peut se aluler aveune mahine qui ontient au moins n+1 bandes. Pour aluler la valeur de ettefontion en un n-uplet p1, . . . , pn, on onsidère la on�guration initiale dans la-quelle la première bande ontient une roix suivie de p1 bâtons, la deuxièmebande ontient une roix, suivie de p2 bâtons, . . . , la n-ième bande ontient uneroix, suivie de pn bâtons. Les autres bandes ontiennent simplement une roixdans la première ase. On fait démarrer la mahine dans ette on�guration,ave la tête à gauhe et dans son état initial. La mahine évolue alors petitpas après petit pas. Quand elle s'arrête, la (n + 1)-ième bande doit ontenirune roix suivie de q bâtons et les autres bandes doivent être identiques à equ'elles étaient dans la on�guration initiale. L'entier q est f(p1, . . . , pn), 'estle résultat du alul.Le langage des mahines de Turing entre dans le adre que nous avonsdé�ni dans l'introdution de e hapitre. Une fontion s'exprime par un entier
k � le nombre de bandes �, un ensemble d'états et une table de transition.Quand on a un tel triplet (k, S, M) et des entiers p1, . . . , pn, on peut agrégeres information en un terme qui est la mahine à k bandes dont les n premièresontiennent les entiers p1, . . . , pn et les autres simplement une roix et dontl'ensemble d'états est S et la table de transition M . Le pas élémentaire dealul est une transition formée d'une opération de leture, d'une opérationd'ériture, d'un hangement d'état et d'un mouvement de la tête.On dit don qu'une fontion est représentable par une mahine de Turings'il existe une mahine qui la alule.Dé�nissons, par exemple, une mahine qui alule le suesseur d'un entier.Cette mahine omporte deux bandes et trois états s0 � l'état initial �, s1 et



118 4. Le alul omme une suite de petits pas
s2 � l'état �nal. Elle ommene par déplaer sa tête vers la droite en érivantdes bâtons sur la seonde bande tant qu'elle en trouve sur la première. Quandelle n'en trouve plus, elle érit un bâton de plus, hange d'état, ramène la tête àgauhe et passe dans son état �nal. Sa table de transition est don la suivante.

M((×,×), s0) = ((×,×), s0, 1)

M((|, b), s0) = ((|, |), s0, 1)

M((b, b), s0) = ((b, |), s1,−1)

M((|, |), s1) = ((|, |), s1,−1)

M((×,×), s1) = ((×,×), s2, 0)Naturellement, pour dé�nir omplètement la mahine, il est néessaire deompléter la table en indiquant quoi faire dans toutes les autres on�gurations.Celles-i n'étant pas atteignables, peu importe la manière dont on omplèteette table.Pour montrer que toutes les fontions alulables peuvent être alulées parune mahine de Turing, on doit montrer que l'ensemble des fontions alu-lables par une mahine de Turing ontient les projetions, les fontions nulles,la fontion suesseur, l'addition, la multipliation, la fontion aratéristiquede la relation d'ordre et qu'il est los par omposition et minimisation. Com-mençons par montrer la l�ture par la omposition qui demande de dé�nir unemanière de ombiner des mahines de Turing.On remarque tout d'abord, que si une mahine alule une fontion f de Nndans N, il n'est pas di�ile de la transformer de manière à ajouter des bandesneutres don le ontenu ne modi�e pas l'évolution de la mahine et sur laquellela tête n'érit jamais. Il n'est pas non plus di�ile de transformer une tellemahine de manière à e qu'elle lise ses arguments sur des bandes b1, . . . , bn,qui ne sont pas néessairement les n premières bandes, et érive son résultatsur une bande bn+1, qui n'est pas néessairement la (n + 1)-ième bande.Ces deux remarques faites, on peut alors montrer que l'ensemble des fon-tions alulables par une mahine de Turing est los par omposition. Soient
h, g1, . . . , gm des fontions alulées par des mahines N et M1, . . . , Mm. Cesmahines utilisent, outre les bandes permettant de lire les arguments et érirele résultat, un ertain nombre de bandes auxiliaires pour e�etuer les aluls.On ommene par les modi�er de manière à e qu'elles aient toutes n+m+1+rbandes où r est le plus grand nombre de bandes auxiliaires utilisées par l'unedes mahines M1, . . . , Mn, N , que Mi lise ses arguments sur les bandes 1, . . . , net érive son résultat sur la bande n + 1 + i, que N lise ses arguments sur lesbandes n + 2, . . . , n + m + 1 et érive son résultat sur la bande n + 1 et que lesbandes auxiliaires utilisées par toutes es mahines soient au-delà des n+m+1premières bandes.On onstruit une mahine en prenant omme ensemble d'états l'union dis-jointe des ensembles d'états de es m + 1 mahines et d'un ensemble d'états



4.3 Les mahines de Turing 119propres à ette mahine, qui ontient un état initial et un état �nal, et ommetable la réunion des tables de toutes es mahines, qui est une fontion puisquees tables sont des fontions de domaines disjoints. On ajoute des transitionsde manière à e que, quand la mahine est dans son état initial, elle e�e-tue une transition vers l'état initial de M1, quand elle est dans l'état �nal de
M1, elle e�etue une transition vers l'état initial de M2, . . . , quand elle estdans l'état �nal de Mm, elle e�etue une transition vers l'état initial de N etquand elle est dans l'état �nal de N , elle e�etue une transition vers son propreétat �nal. On obtient alors une mahine qui, quand elle démarre ave les en-tiers p1, . . . , pn érits sur ses n premières bandes, alule q1 = g1(p1, . . . , pn),
q2 = g2(p1, . . . , pn), . . . , qm = gm(p1, . . . , pn) en érivant les résultats sur lesbandes n + 2, . . . , m + n + 1 puis alule h(q1, . . . , qm) en érivant le résultatsur la bande n + 1. Il su�t alors de la modi�er de manière à e qu'elle e�aeles entiers érits sur les bandes n+2, . . . , n+m+1 et ramène la tête à gauhe,pour obtenir une mahine qui alule la omposée de h et g1, . . . , gm.La mahine alulant une fontion dé�nie par minimisation se onstruitde manière similaire : elle ommene par aluler g(p1, . . . , pn, 0) en imitantla mahine qui alule la fontion g, en lisant ses arguments sur les bandes
1, . . . , n, n + 1 et en érivant le résultat sur la bande n + 2, si le deuxièmeélément de la bande n + 2 est un blan, alors la mahine ramène la tête àgauhe et passe dans son état �nal, sinon elle érit un bâton sur la bande n+1et reommene à aluler g en lisant ses arguments sur les bandes 1, . . . , n, n+1,. . . Nous avons déjà onstruit une mahine qui alule la fontion suesseur.Une mahine qui alule une projetion πn

i se onstruit de manière similaire.Cette mahine omporte n+1 bandes. Elle ommene par déplaer sa tête versla droite en érivant des bâtons sur la bande n + 1 tant qu'elle en trouve surla bande i. Quand elle n'en trouve plus, elle ramène la tête à gauhe et passedans son état �nal.Une mahine qui alule une fontion nulle est enore plus simple puisqu'illui su�t de passer diretement de son état initial à son état �nal.Une mahine qui alule l'addition se onstruit ainsi. Cette mahine om-mene par reopier le ontenu de la première bande sur la quatrième et leontenu de la deuxième bande sur la troisième. Puis elle e�ae un a un les bâ-tons de la quatrième bande, de la droite vers la gauhe, en ajoutant un bâtonsur la troisième bande à haque fois.Une mahine qui alule la multipliation se onstruit de manière similaire.Elle reopie la première bande sur la quatrième. Puis elle e�ae un a un lesbâtons de la quatrième bande en ajoutant à la troisième bande un nombre debâtons égal au nombre de bâtons de la deuxième bande. Pour ela elle reopiele ontenu de la deuxième bande sur la inquième et elle e�ae un a un les



120 4. Le alul omme une suite de petits pasbâtons de la inquième bande en érivant un bâton sur la troisième à haquefois.Une mahine qui alule la fontion aratéristique de la relation d'ordrese onstruit ainsi. Tant que les deux premières lignes ontiennent deux bâtons,elle avane sa tête vers la droite, si elle renontre la on�guration (b, |) ou (b, b)elle passe dans un état s, si elle renontre la on�guration (|, b) elle passe dansun état s′. Dans les deux as, elle ramène la tête à gauhe de bande, si elle estdans l'état s′ elle passe alors dans son état �nal, si elle est dans l'état s, elledéplae sa tête à droite, érit un bâton sur la troisième bande, déplae sa têteà gauhe et passe dans son état �nal.On peut don onlure.Théorème 4.3Toutes les fontions alulables sont représentables par une mahine de Turing.Cette proposition a une réiproque : toutes les fontions représentables parune mahine de Turing sont alulables. Il y a, en e�et, de nombreuses manièresde dérire l'état d'une mahine de Turing, 'est-à-dire l'état des bandes, la po-sition de la tête et son état, omme un arbre. On peut, par exemple, introduireune onstante pour haque état et une onstante pour haque élément de Σ. Lapartie des bandes située à gauhe de la tête peut être représentée omme uneliste de k-uplet � le premier élément de la liste étant le k-uplet des symbolessitués juste à gauhe de la tête � et, de même, la partie des bandes situées àdroite de la tête omme une autre liste de k-uplets de symboles � le premierélément de la liste étant le k-uplet des symboles situés juste à droite de la tête.Un terme est don un triplet formé d'un état, d'un k-uplet représentant lesases des bandes situées à la position de la tête et de deux listes de k-upletsreprésentant les parties gauhes et droites des bandes. Ce états peuvent dontêtre numérotés. Il su�t ensuite de montrer que la fontion qui dérit un pasélémentaire de alul est alulable.Exerie 4.10Donner une démonstration direte du fait que l'ensemble des fontions alu-lables par une mahine de Turing est los par dé�nition par réurrene.Exerie 4.11Numéroter les arbres est une bonne idée quand on s'intéresse à l'existene desalgorithmes, mais non quand on s'intéresse à leur omplexité, ar es opérations



4.3 Les mahines de Turing 121de odage perturbent ette omplexité. On onsidère don, dans et exerie,des mahines de Turing qui alulent diretement ave des arbres. Pour ela,on onsidère un ensemble de symboles Σ, qui ontient, outre le symbole blanet la roix, un nombre arbitraire d'autres symboles. On peut alors représenterun arbre, appartenant à un ensemble artiulé, en notation pré�xe ou post�xesur une bande d'une mahine de Turing.Si la première bande d'une mahine ontient une suite de symboles u0, u1, . . .et la deuxième bande ontient un entier k représenté par k bâtons, l'ensembledes deux bandes dérit une suite pointée de symboles, 'est-à-dire la suite
u0, u1, . . . dans laquelle l'élément uk est privilégié.

0 1 1 1 0 1P P

|| |

élément privilégié

1. Montrer qu'il existe une mahine de Turing qui lit un entier n, érit ave
n bâtons, sur la première bande et érit 2n bâtons sur la deuxième bande.2. Montrer qu'il existe une mahine de Turing qui lit un entier n érit enbinaire, le hi�re de poids faible en tête, sur la première bande, à partirde la position k indiquée par le nombre de bâtons de la deuxième bande,qui érit n bâtons sur la troisième bande et qui ajoute des bâtons sur ladeuxième bande, jusqu'au premier élément de la première qui n'est pas unhi�re binaire.3. Montrer qu'il existe une mahine de Turing qui lit une suite de 0 et de 1sur la première bande, supprime les deux derniers symboles et érit à la �nde la suite obtenue un 1 si es deux derniers symboles étaient des 1 et 0sinon.

0 1 1 1 0

0 1 1 0La logique des propositions est le fragment de la logique des prédiats dontles propositions sont onstruites ave des symboles de prédiat sans argu-ments, appelés symboles de proposition, et les symboles ⊤, ⊥, ¬, ∧, ∨ et
⇒. Un exemple est la proposition

P1 ⇒ (P0 ∧ P2)



122 4. Le alul omme une suite de petits pasOn appelle les symboles de proposition P0, P1, . . . , Pn où les indies dessymboles apparaissant dans une proposition forment un segment initial del'ensemble des entiers. On érit une telle proposition sur une bande sousforme post�xe en érivant les indies en binaire, le hi�re de poids faibleen tête. Ainsi, la proposition i-avant s'érit
P1P 0 0P 1Un modèle d'une telle proposition est simplement une fontion qui assoieune valeur de vérité 0 ou 1 à haque symbole de proposition. On érit un telmodèle sur une bande d'une mahine de Turing en érivant suessivementla valeur de vérité assoiée à P0, P1, P2, . . . par exemple

0 1 1 1 04. Montrer qu'il existe une mahine de Turing qui lit un symbole de propo-sition Pn érit sur la première bande à partir de la position k indiquéepar le nombre de bâtons de la deuxième bande et un modèle sur la troi-sième bande et érit la valeur de vérité de e symbole de proposition sur laquatrième.
10 1 0

P 10

| | |

10 1 0

P 10

| | |

15. Montrer qu'il existe une mahine de Turing qui lit une proposition sur lapremière bande et un modèle sur la deuxième et érit la valeur de véritéde ette proposition sur la troisième.
P1P 0 0P 1

10 1 0
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P1P 0 0P 1

10 1 0

06. Soit n le nombre de symboles de la proposition, montrer que tous les indiesdes symboles de proposition sont majorés par n. Montrer que la longueur dela représentation de la proposition sur une bande d'une mahine de Turingest omprise entre n et n(2 + log2(n)).Soit E un ensemble d'arbres étiquetés par les éléments d'un ensemble �ni.On dit que l'ensemble E est dans la lasse P s'il existe une mahine deTuring qui termine toujours telle que� pour tout arbre a, a appartient à E si et seulement si l'exéution de lamahine sur l'arbre a donne le résultat 1 et� il existe un polyn�me f tel que le nombre d'étapes de l'exéution de ettemahine sur un arbre de taille p soit majoré par f(p).7. Montrer que l'ensemble des ouples formés d'une proposition A et d'unmodèle M tels que A soit valide dans M est dans la lasse P .Exerie 4.12Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 4.11.On étend la notion de mahine de Turing en une notion de mahine deTuring non déterministe. Pour haque ouple formé d'une suite de symboles etd'un état, la table d'une mahine de Turing ordinaire presrit une transitionunique onsistant à érire une suite de symboles, évoluer vers un nouvel étatet e�etuer un mouvement de la tête. En revanhe, pour haque ouple, latable d'une mahine de Turing non déterministe spéi�e un ensemble �ni detransitions possibles.La table d'une telle mahine n'est don pas une fontion qui à tout élémentde Σk × S assoie un élément de Σk × S × {−1, 0, +1}, mais une fontion qui,à tout élément de Σk × S, assoie une partie �nie et non vide de Σk × S ×

{−1, 0, +1}.Une on�guration initiale d'une mahine ordinaire détermine une uniquesuite de transitions, une on�guration initiale d'une mahine non déterministedétermine, en revanhe, un ensemble de suites de transitions où, à haque étape,la mahine e�etue l'une des transitions spéi�ées par la table. Ces di�érentessuites de transitions mènent à di�érents résultats. Une mahine de Turing nondéterministe dé�nit don une fontion qui à des arbres p1, . . . , pn assoie, nonun arbre, mais un ensemble d'arbres.Soit E un ensemble d'arbres étiquetés par les éléments d'un ensemble �ni.



124 4. Le alul omme une suite de petits pasOn dit que l'ensemble E est dans la lasse NP s'il existe une mahine de Turingnon déterministe qui termine toujours telle que� pour tout arbre a, a appartient à E si et seulement si l'une des suites detransitions de la mahine sur l'arbre a donne le résultat 1 et� il existe un polyn�me f tel que la longueur de toutes les suites de transi-tions de ette mahine sur un arbre de taille p soit majorée par f(p).Montrer que l'ensemble SAT des propositions de la logique des propositionsdé�nie à l'exerie 4.11 qui sont ohérentes � on dit aussi satis�ables �, 'est-à-dire qui ont un modèle, est dans la lasse NP .La notion de alulabilité présente don une ertaine robustesse, puisque lesfontions dé�nissables dans des langages aussi divers que elui des mahines deTuring, le lambda-alul ou la réériture sont les mêmes : e sont les fontionsalulables.Toutefois, ette diversité apparente des langages masque en réalité une pro-fonde unité : dans tous es langages, l'exéution d'un alul est dé�nie ommeune suite de petits pas.



Troisième partie
Les démonstrations et les algorithmes





5Le théorème de Churh

Une partie importante de l'ativité mathématique onsiste à onevoir desalgorithmes qui permettent de résoudre des problèmes, par exemple aluler leplus grand diviseur ommun de deux entiers, la solution d'un système linéaireou la primitive d'une fontion polynomiale, sans onstruire de démonstration.Jusqu'à quel point est-il possible de remplaer la reherhe d'une démonstrationpar l'exéution d'un algorithme ? Un ensemble de résultats, tant négatifs quepositifs, préise e qu'il est possible de faire.Ce hapitre est onsaré à deux résultats, l'un négatif et l'autre positif,qui montrent que l'ensemble des propositions démontrables dans la logique desprédiats n'est pas déidable, mais qu'il est semi-déidable.Comme tous les arbres, les propositions peuvent se numéroter. Ces résultatsmontrent don, plus préisément, que l'ensemble des numéros des propositionsdémontrables dans la logique des prédiats n'est pas déidable, mais qu'il estsemi-déidable.5.1 La notion de rédutionCommençons par montrer que l'ensemble des propositions démontrablesdans la logique des prédiats n'est pas déidable. L'idée de la démonstrationpeut se formuler en une phrase : le fait qu'un programme f termine peuts'exprimer par la proposition � Le programme f termine � et, puisqu'il est im-possible de déider la terminaison des programmes, il est impossible de déider



128 5. Le théorème de Churhla démontrabilité des propositions de e type et don de la démontrabilité despropositions en général.Qu'est-e que la proposition : � Le programme f termine � ? Répondre àette question onsiste à assoier à haque programme f , une proposition qui estdémontrable si et seulement si le programme f termine. Comme nous allons levoir, la fontion T qui, au programme f , assoie la proposition � Le programme
f termine � est alulable. De e fait, s'il existait une fontion alulable Fpour déider si une proposition est démontrable ou non, la fontion F ◦T seraitalulable en ontradition ave le théorème d'indéidabilité du problème del'arrêt.On voit apparaître ii une méthode assez générale pour montrer qu'un pro-blème est indéidable : onstruire un algorithme qui permet de réduire, au pro-blème en question, un problème déjà démontré indéidable, dans et exemple,le problème de l'arrêt. Cela peut se formuler de manière abstraite omme lefait que, l'ensemble des fontions alulables étant los par omposition, si Test alulable et F ◦ T ne l'est pas, alors F ne l'est pas non plus.5.2 La représentation des programmesOn ommene par assoier à haque programme f d'arité n une proposition
A de l'arithmétique dont les variables libres sont parmi x1, . . . , xn, y qui repré-sente le programme f . Cela signi�e que la proposition (p1/x1, . . . , pn/xn, q/y)A,où p est le terme Sp(0), est démontrable si et seulement si f prend la valeur q en
p1, . . . , pn. Pour simpli�er les notations, on érit A[t1, . . . , tn, u] la proposition
(t1/x1, . . . , tn/xn, u/y)A.Si f = πn

i , on peut poserA = (y = xi). Si f = Zn, A = (y = 0). Si f = Su,
A = (y = S(x1)). Si f = +, A = (y = x1 + x2). Si f = ×, A = (y = x1 × x2).Si f = χ≤, A = (x1 ≤ x2 ∧ y = 1) ∨ (x2 < x1 ∧ y = 0) où la proposition x ≤ yest une abréviation pour ∃z (z +x = y) et la proposition x < y pour S(x) ≤ y.Si f = ◦n

m(h, g1, . . . , gm), on ommene par onstruire des propositions B1,. . . , Bm et C représentant les programmes g1, . . . , gm et h et on pose
A = ∃w1 . . . ∃wm (B1[x1, . . . , xn, w1]∧. . .∧Bm[x1, . . . , xn, wm]∧C[w1, . . . , wm, y])En�n, si f = µn(g), on ommene par onstruire une proposition B repré-sentant le programme g et on pose

A = (∀z (z < y ⇒ ∃w (B[x1, . . . , xn, z, S(w)]))) ∧ B[x1, . . . , xn, y, 0]Nous pourrions alors démontrer que f prend la valeur q en p1, . . . , pn si etseulement si la proposition A[p1, . . . , pn, q] est démontrable dans l'arithmétique,et onlure que la démontrabilité dans l'arithmétique est indéidable.



5.2 La représentation des programmes 129Cependant, avant d'entreprendre ette démonstration, nous allons étendrequelque peu la dé�nition i-avant. Celle-i suppose, en e�et, que le langageontient des symboles 0, S, +, × et = et également que l'univers du disoursest limité aux entiers. Ces deux hypothèses sont véri�ées dans le as de l'arith-métique, mais elles seront des obstales, quand nous voudrons généraliser erésultat à d'autres théories. Par exemple, nous avons vu que dans le langagede la théorie des ensembles, il n'y a pas de symbole S pour le suesseur, maisil y a une proposition, ontentant deux variables libres x et y, qui exprime lefait que y est le suesseur de x

∀z (z ∈ y ⇔ (z ∈ x ∨ z = x))Nous onsidérons don un langage quelonque, dans lequel il est possible deonstruire des propositions N, Null, Su, Plus, Mult et Eq. Nous érivons N[t]la proposition (t/x)N, Su[t, u] la proposition (t/x, u/y)Su, . . . Par exemple,dans l'arithmétique, N est la proposition ⊤, Null la proposition x = 0, Sula proposition y = S(x), Plus la proposition z = x + y, Mult la proposition
z = x × y et Eq la proposition x = y. En théorie des ensembles, la propositionN est elle onstruite dans l'exerie 1.17, la proposition Su est la proposition
∀z (z ∈ y ⇔ (z ∈ x ∨ z = x)), . . .La proposition Inf, relation d'ordre, se dé�nit omme ∃z (N [z]∧Plus[z, x, y])et InfS, relation d'ordre strit, omme ∃x′ (N [x′] ∧ Su[x, x′] ∧ Inf[x′, y]).Dans e langage, nous assoions une proposition à haque programme.Dé�nition 5.1 (Proposition représentant un programme)Soit f un programme d'arité n, la proposition A représentant f est dé�nie parréurrene sur la onstrution de f .� Si f = πn

i , on pose A = Eq[xi, y].� Si f = Zn, on pose A = Null[y].� Si f = Su, on pose A = Su[x1, y].� Si f = +, on pose A = Plus[x1, x2, y].� Si f = ×, on pose A = Mult[x1, x2, y].� Si f = χ≤, on pose A = (Inf[x1, x2] ∧ ∃z (Null[z] ∧ Su[z, y])) ∨

(InfS[x2, x1] ∧ Null[y]).� Si f = ◦n
m(h, g1, . . . , gm), alors soient B1, . . . , Bm et C les propositionsreprésentant les programmes g1, . . . , gm et h, on pose

A = ∃w1 . . . ∃wm (N[w1] ∧ . . . ∧ N[wm]

∧B1[x1, . . . , xn, w1] ∧ . . . ∧ Bm[x1, . . . , xn, wm] ∧ C[w1, . . . , wm, y]).� Si f = µn(g), alors soit B la proposition représentant le programme g,on pose



130 5. Le théorème de Churh
A = (∀z (N[z] ∧ InfS[z, y] ⇒ ∃w∃w′ (N[w′] ∧ Su[w′, w]∧

B[x1, . . . , xn, z, w]))) ∧ (∀w (Null[w] ⇒ B[x1, . . . , xn, y, w])).Nous voulons alors démontrer que f prend la valeur q en p1, . . . , pn si etseulement si la proposition A relie les nombres p1, . . . , pn, q. Cependant, nousne pouvons plus exprimer ela simplement en substituant aux variables destermes de la forme Sp(0) dans la proposition A, ar nous ne disposons plusnéessairement des symboles 0 et S. Nous devons alors introduire, pour haqueentier, une proposition Nn qui aratérise l'entier n, en posant N0 = Null[x] etNn+1 = ∃y (Nn[y] ∧ Su[y, x]). Si une proposition A ontient potentiellementune variable libre x, nous pouvons exprimer le fait que la propriété expriméepar A s'applique à l'entier n par la proposition ∀x (Nn[x] ⇒ A).Nous pouvons alors démontrer que f prend la valeur q en p1, . . . , pn si etseulement si la proposition
∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est démontrable. Naturellement, pour démontrer ette proposition, nous avonsbesoin de quelques propriétés des propositions N, Null, Su, Plus, Mult et Eq.De façon surprenante, peu de propriétés su�sent. Ces propriétés sont rassem-blées dans la théorie T0 suivante.Dé�nition 5.2 (La théorie T0)La théorie T0 est formée des axiomes suivants.Prédiat N :

∀x (Null[x] ⇒ N[x])

∀x∀y ((N[x] ∧ Su[x, y]) ⇒ N[y])Existene des entiers :
∃x Null[x]

∀x (N[x] ⇒ ∃y Su[x, y])Égalité :
∀x Eq[x, x]

∀x∀y (Null[x] ⇒ (Null[y] ⇔ Eq[x, y]))

∀x∀y∀x′∀y′ ((N[x] ∧ Su[x, x′] ∧ Eq[x, y]) ⇒ (Su[y, y′] ⇔ Eq[x′, y′]))Injetivité du suesseur :
∀x∀y∀x′∀y′ (Su[x, x′] ∧ Su[y, y′] ∧ Eq[x′, y′]) ⇒ Eq[x, y])



5.2 La représentation des programmes 131Un suesseur est non nul :
∀x∀x′ (Su[x, x′] ⇒ ¬Null[x′])Tout entier est nul ou un suesseur :

∀x (N[x] ⇒ (Null[x] ∨ ∃y (N[y] ∧ Su[y, x])))Addition :
∀x∀y∀z ((Null[x] ∧ N[y]) ⇒ (Eq[y, z] ⇔ Plus[x, y, z]))

∀x∀y∀z∀x′∀z′ ((N[x]∧N[y]∧Plus[x, y, z]∧Su[x, x′]) ⇒ (Su[z, z′] ⇔ Plus[x′, y, z′]))

∀x∀y∀x′∀y′ ((N[x]∧N[y]∧Su[x, x′]∧Su[z, z′]∧Plus[x′, y, z′]) ⇒ Plus[x, y, z])

∀x∀y∀y′∀z′ ((N[x]∧N[y]∧N[y′]∧Su[y, y′]∧Plus[x, y′, z′]) ⇒ ∃z (Plus[x, y, z]∧Su[z, z′]))Multipliation :
∀x∀y∀z ((Null[x] ∧N[y]) ⇒ (Null[z] ⇔ Mult[x, y, z]))

∀x∀y∀z∀x′∀z′ ((N[x]∧N[y]∧Mult[x, y, z]∧Su[x, x′]) ⇒ (Plus[y, z, z′] ⇔ Mult[x′, y, z′])Proposition 5.1Les propositions suivantes sont démontrables dans la théorie T0.1. ∀x (Np[x] ⇒ N[x])2. ∃x Np[x]3. ∀x∀y (Np[x] ⇒ (Np[y] ⇔ Eq[x, y]))4. ∀x∀y∀z ((Np[x] ∧ Nq[y]) ⇒ (Np+q[z] ⇔ Plus[x, y, z]))5. ∀x∀y∀z ((Np[x] ∧ Nq[y]) ⇒ (Np×q[z] ⇔ Mult[x, y, z]))6. ∀x1∀x2 ((Np1
[x1] ∧ Np2

[x2]) ⇒ Inf[x1, x2]), où p1 ≤ p27. ∀x1∀x2 ((Np1
[x1] ∧ Np2

[x2]) ⇒ InfS[x1, x2]), où p1 < p28. ∀x∀y∀y′ ((N[x] ∧ Inf[x, y′] ∧ Su[y, y′]) ⇒ (Eq[x, y′] ∨ Inf[x, y]))9. ∀x∀y∀y′ ((N[x] ∧ InfS[x, y′] ∧ Su[y, y′]) ⇒ (Eq[x, y] ∨ InfS[x, y]))10. ∀x∀y ((N [x] ∧ InfS[x, y]) ⇒ ¬Null[y])Démonstration.1. Par réurrene sur p, en utilisant les axiomes du prédiat N.2. Par réurrene sur p, en utilisant les axiomes d'existene des entiers et (1.).3. Par réurrene sur p, en utilisant les axiomes de l'égalité et (1.).



132 5. Le théorème de Churh4. Par réurrene sur p, en utilisant les deux premiers axiomes de l'addition,(1.), (2.) et (3.).5. Par réurrene sur p, en utilisant les axiomes de la multipliation, (1.), (2.)et (4.).6. Comme p1 ≤ p2, il existe un entier q tel que q + p1 = p2. Des hypothèses
Nq[z], Np1

[x1] et Np2
[x2], on déduit, en utilisant (1.) et (4.), les propositions

N [z] et Plus[z, x1, x2] et don Inf[x1, x2]. On élimine ensuite l'hypothèse
Nq[z] ave (2.).7. On a p1 < p2, et don p1 + 1 ≤ p2. Des hypothèses Np1

[x1], Su[x1, w] etNp2
[x2], on déduit Np1+1[w] puis, en utilisant (1.) et (6.), les propositionsN[w] et Inf[w, x2] et don la proposition InfS[x1, x2]. On élimine ensuitel'hypothèse Su[x1, w] en utilisant ∃w Su[x1, w], qui se montre ave leseond axiome d'existene des entiers.8. La proposition Inf[x, y′] est ∃z′ (N[z′] ∧ Plus[z′, x, y′]). On utilise l'axiomeTout entier est nul ou un suesseur pour distinguer le as où z′ est nul etelui où 'est le suesseur d'un entier z. Dans le premier as, le premieraxiome de l'addition donne Eq[x, y′]. Dans le seond, le troisième axiomede l'addition donne Plus[z, x, y] et don Inf [x, y].9. Conséquene de (8.) et de l'axiome Injetivité du suesseur.10. Conséquene du quatrième axiome de l'addition et de l'axiome Un sues-seur est non nul.Proposition 5.2Soit A une proposition. On érit A[t] la proposition (t/x)A. Si les propo-sitions ∀x (N0[x] ⇒ A[x]), ∀x (N1[x] ⇒ A[x]), . . . , ∀x (Np−1[x] ⇒ A[x])sont démontrables dans la théorie T0, alors 'est aussi le as de la proposition

∀x∀y ((N[x] ∧Np[y] ∧ InfS[x, y]) ⇒ A[x]).Démonstration. Par réurrene sur p en utilisant la proposition 5.1 (9.).Dé�nition 5.3 (N-modèle)Soit L un langage et N, Null, Su, Plus, Mult des propositions de e langage.Un modèle M de e langage est un N-modèle si
{a ∈ M | JNKx=a = 1} = N

{a ∈ N | JNullKx=a = 1} = {0}

{(a, b) ∈ N
2 | JSuKx=a,y=b = 1} = {(a, b) ∈ N

2 | b = a + 1}



5.2 La représentation des programmes 133
{(a, b, c) ∈ N

3 | JPlusKx=a,y=b,z=c = 1} = {(a, b, c) ∈ N
3 | c = a + b}

{(a, b, c) ∈ N
3 | JMultKx=a,y=b,z=c = 1} = {(a, b, c) ∈ N

3 | c = a × b}

{(a, b) ∈ N
2 | JEqKx=a,y=b = 1} = {(a, b) ∈ N

2 | a = b}Si T est une théorie dans le langage L, un N-modèle de T est un N-modèlede L qui est, par ailleurs, un modèle de T .Les axiomes de la théorie T0 sont valides dans tous les N-modèles.On peut alors démontrer la proposition suivante.Proposition 5.3Soit L un langage, N, Null, Su, Plus, Mult et Eq des propositions de elangage et T une théorie dans e langage qui démontre au moins les axiomesde la théorie T0 et qui a un N-modèle M. Alors, si f est un programme et Ala proposition représentant f , les trois propositions suivantes sont équivalentes� f prend la valeur q en p1, . . . , pn,� la proposition
∀x1 . . . ∀xn∀y ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn] ∧Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est démontrable dans la théorie T ,� ette proposition est valide dans le modèle M.Démonstration. On suppose que f prend la valeur q en p1, . . . , pn et on montre,par réurrene sur la struture de f , que la proposition

∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1
[x1] ∧ . . . ∧ Npn

[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est démontrable dans T .� Si f = πn
i alors A = Eq[y, xi] et la proposition

∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1
[x1] ∧ . . . ∧ Npn

[xn] ∧ Npi
[y]) ⇒ Eq[xi, y])est une onséquene de la proposition 5.1 (3.). On proède de mêmepour le programme zéro, le suesseur, l'addition et la multipliation enutilisant la proposition 5.1 (4.) et (5.).� Si f = χ≤, et p1 ≤ p2, alors, d'après la proposition 5.1 (6.), la propo-sition Inf[x1, x2] est démontrable sous les hypothèses Np1

[x1] et Np2
[x2].La proposition ∃z′ (Null[z′] ∧ Su[z′, y]), quant à elle, est démontrablesous l'hypothèse N1[y] et don la proposition A est démontrable sous leshypothèses Np1

[x1], Np2
[x2] et N1[y]. On proède de même en utilisant laproposition 5.1 (7.) dans le as où p2 < p1.



134 5. Le théorème de Churh� Si f = ◦n
m(h, g1, . . . , gm), alors omme f termine en (p1, . . . , pn), g1, . . . ,

gm terminent en (p1, . . . , pn) et si on appelle ri le nombre gi(p1, . . . , pn),
h termine en r1, . . . , rm et q = h(r1, . . . , rm). Soient B1, . . . , Bm et C lespropositions représentant les programmes g1, . . . , gm et h. Par hypothèsede réurrene, sous les hypothèses Np1

[x1], . . . , Npn
[xn], Nr1

[w1], . . . ,Nrm
[wm] et Nq[y], les propositions B1[x1, . . . , xn, w1], . . . ,

Bm[x1, . . . , xn, wm] et C[w1, . . . , wm, y] sont démontrables et d'après laproposition 5.1 (1.), sous es mêmes hypothèses, les propositions N[w1],. . . , N[wn] sont démontrables. On en déduit que la proposition A est dé-montrable. On élimine les hypothèses Nr1
[w1], . . . , Nrm

[wm] en utilisantla proposition 5.1 (2.).� Si f = µn(g) alors, omme f termine en (p1, . . . , pn) et vaut q, g termineen (p1, . . . , pn, 0), . . . , (p1, . . . , pn, q−1) et prend une valeur non nulle et gest dé�nie en (p1, . . . , pn, q) et prend la valeur 0. Il existe don des entiers
r0, . . . , rq−1 tels que g(p1, . . . , pn, 0) = r0 + 1, . . . , g(p1, . . . , pn, q − 1) =

rq−1 + 1.Soit B la proposition représentant le programme g. Par hypothèse deréurrene, sous les hypothèses Np1
[x1], . . . , Npn

[xn] et Nq[y], pour tout
i ompris entre 0 et q − 1, les propositions

∀v∀w ((Ni[v] ∧Nri+1[w]) ⇒ B[x1, . . . , xn, v, w])sont démontrables. En utilisant la proposition 5.1 (1.) et (2.), on en déduitque la proposition
∀v (Ni[v] ⇒ ∃w∃w′ (N[w′] ∧ Su[w′, w] ∧ B[x1, . . . , xn, v, w]))est démontrable. Ave la proposition 5.2, on en déduit que la proposition

∀v (InfS[v, y] ⇒ ∃w∃w′ (N[w′] ∧ Su[w′, w] ∧ B[x1, . . . , xn, v, w]))est démontrable. De même la proposition
∀w (Null[w] ⇒ B[x1, . . . , xn, y, w])est démontrable. On en onlut que la proposition A est démontrable.Le modèle M étant un modèle de la théorie T , si la proposition

∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1
[x1] ∧ . . . ∧ Npn

[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est démontrable dans T elle est valide dans le modèle M.En�n, si la proposition
∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])



5.3 Le théorème de Churh 135est valide dans M, il existe des entiers p1, . . . , pn, q tels que
JA[x1, . . . , xn, y]Kx1=p1,...,xn=pn,y=q = 1et, en utilisant le fait que M est un N-modèle, on montre, par réurrene surla struture de f , que f prend la valeur q en p1, . . . , pn.5.3 Le théorème de ChurhDé�nition 5.4Soit f un programme et A la proposition représentant e programme. La pro-position � Le programme f termine en p1, . . . , pn � est la proposition lose

∀x1 . . . ∀xn ((Np1
[x1] ∧ . . . ∧ Npn

[xn]) ⇒ ∃y (N[y] ∧ A[x1, . . . , xn, y]))Proposition 5.4Soit L un langage, N, Null, Su, Plus, Mult et Eq des propositions de elangage et T une théorie dans e langage qui démontre au moins les axiomesde la théorie T0 et qui a un N-modèle M. Alors, si f est un programme, lestrois propositions suivantes sont équivalentes� le programme f termine en p1, . . . , pn,� la proposition � Le programme f termine en p1, . . . , pn � est démontrabledans T ,� ette proposition est valide dans M.Démonstration. Si le programme f termine en p1, . . . , pn alors il existe unentier q tel que f prenne la valeur q en p1, . . . , pn. D'après la proposition 5.3,la proposition
∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est démontrable dans T . On en déduit, en utilisant la proposition 5.1 (1.) et(2.), que la proposition ∀x1 . . . ∀xn ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn]) ⇒ ∃y (N[y] ∧

A[x1, . . . , xn, y])) est démontrable dans T .Le modèle M étant un modèle de la théorie T , si ette proposition estdémontrable dans T elle est valide dans le modèle M.En�n si ette proposition est valide dans M, il existe un entier q tel que
JA[x1, . . . , xn, y]Kx1=p1,...,xn=pn,y=q = 1



136 5. Le théorème de ChurhLa proposition
∀x1 . . .∀xn∀y ((Np1

[x1] ∧ . . . ∧ Npn
[xn] ∧ Nq[y]) ⇒ A[x1, . . . , xn, y])est don valide dans M. D'après la proposition 5.3, f prend la valeur q en

p1, . . . , pn et termine don en p1, . . . , pn.Proposition 5.5La fontion T assoiant au numéro d'un programme f et à p1, . . . , pn, le numérode la proposition � Le programme f termine en p1, . . . , pn � et prenant la valeur
0 sur les entiers qui ne sont pas le numéro d'un programme est alulable.Démonstration. Cette fontion est dé�nie par réurrene bien fondée.Nous obtenons ainsi un premier résultat d'indéidabilité de la démontrabi-lité.Proposition 5.6Soit L un langage, N, Null, Su, Plus, Mult et Eq des propositions de elangage et T une théorie dans e langage qui démontre au moins les axiomesde la théorie T0 et qui a un N-modèle. Alors l'ensemble des propositions losesde L démontrables dans T est indéidable.Démonstration. S'il existait une fontion alulable F assoiant 1 ou 0 aunuméro d'une proposition selon que ette proposition est démontrable dans Tou non, la fontion F ◦ T serait alulable, en ontradition ave le théorèmed'indéidabilité du problème de l'arrêt.Nous montrons ensuite que l'hypothèse, selon laquelle la théorie T doitdémontrer les axiomes de la théorie T0, est super�ue.Proposition 5.7Soit L un langage, N, Null, Su, Plus, Mult et Eq des propositions de elangage et T une théorie dans e langage qui a un N-modèle. Alors, l'ensembledes propositions loses de L démontrables dans la théorie T est indéidable.Démonstration. La théorie T ∪ T0 démontre les axiomes de T0 et elle a un
N-modèle. D'après la proposition 5.6, la démontrabilité dans ette théorie estdon indéidable.



5.3 Le théorème de Churh 137On utilise ensuite, enore une fois, une rédution. Soit H la onjontion desaxiomes de la théorie T0. La proposition H ⇒ A est démontrable dans la théorie
T si et seulement si la proposition A est démontrable dans la théorie T ∪ T0.Soit T la fontion qui assoie le numéro de la proposition H ⇒ A au numérode la proposition A. La fontion T est alulable et la proposition de numéro
T (pAq) est démontrable dans la théorie T si et seulement si la proposition Aest démontrable dans T ∪ T0. S'il existait un algorithme de déision F pour lathéorie T , F ◦ T serait un algorithme de déision pour T ∪ T0 en ontraditionave le fait que T ∪ T0 est indéidable.Proposition 5.8Soit L un langage,N, Null, Su, Plus,Mult et Eq des propositions de e langage.Si L a un N-modèle, alors l'ensemble des propositions loses de L démontrablesdans la théorie vide est indéidable.Démonstration. D'après 5.7, en prenant T = ∅.Théorème 5.1 (L'indéidabilité de l'arithmétique)L'ensemble des propositions loses démontrables dans l'arithmétique, ou dansn'importe quelle extension de l'arithmétique qui a (N, 0, x 7→ x + 1, +,×, =)pour modèle, est indéidable.Démonstration. On pose N = ⊤, Null = (x = 0), Su = (y = S(x)), Plus =

(z = x+y), Mult = (z = x×y) et Eq = (x = y). Le modèle N est un N-modèle.On peut don appliquer la proposition 5.7.On peut généraliser e théorème à toutes les extensions ohérentes de l'arith-métique, 'est-à-dire à toutes les extensions de l'arithmétique qui ont un modèle,que e modèle soit N ou non, e qui permet de montrer également l'indéida-bilité d'extensions exotiques de l'arithmétique qui, omme elles que l'on aonstruites dans la démonstration du théorème de Löwenheim-Skolem, sont o-hérentes sans avoir N pour modèle. Mais on ne le fera pas ii. Il est ependantimportant de remarquer que e résultat ne s'étend pas aux extensions ontra-ditoires de l'arithmétique. Si on ajoute l'axiome ⊥ par exemple, alors toutesles propositions sont démontrables et la théorie devient alors trivialement dé-idable.



138 5. Le théorème de ChurhThéorème 5.2 (Churh)Soit un langage ontenant au moins un symbole de prédiat binaire, alors l'en-semble des propositions loses démontrables dans la théorie vide dans e langageest indéidable.Démonstration. On démontre que l'on peut dé�nir des propositions N, Null,Su, Plus, Mult et Eq et un N-modèle M de e langage et on onlut ave laproposition 5.8. Soit M = N ⊎ (N × N). On pose R̂ = {(a, (a, b)) | a ∈ N, b ∈

N} ∪ {((a, b), b) | a ∈ N, b ∈ N} ∪ {((a, b), (a + b, a × b)) | a ∈ N, b ∈ N}. Ondé�nit les propositions Eq = ∀z (x R z ⇔ y R z)N = ∃y1∃y2∃y3 (¬Eq[y1, y2]∧¬Eq[y1, y3]∧¬Eq[y2, y2]∧x R y1∧x R y2∧x R y3)Plus = N[x] ∧ N[y] ∧N[z] ∧ ∃w∃w′ (x R w ∧ w R y ∧ w R w′ ∧ z R w′)Mult = N[x] ∧N[y] ∧ N[z] ∧ ∃w∃w′ (x R w ∧ w R y ∧ w R w′ ∧ w′ R z)Null = N[x] ∧ ∀y (N[y] ⇒ Plus[x, y, y])Un = N[x] ∧ ∀y (N[y] ⇒ Mult[x, y, y])Su = ∃u (Un[u] ∧ Plus[x, u, y])Il n'est pas di�ile de montrer que JEq[x, y]Kx=u,y=v = 1 si et seulementsi u = v en distinguant suessivement le as où u est un entier et elui ou'est un ouple, que JN[x]Kx=u = 1 si et seulement si u est un entier, que
JPlus[x, y, z]Kx=p,y=q,z=r = 1 si et seulement si p, q et r sont des entiers et
p + q = r, que JMult[x, y, z]Kx=p,y=q,z=r = 1 si et seulement si p, q et r sontdes entiers et p × q = r, que JNull[x]Kx=p = 1 si et seulement si p = 0, et que
JSu[x, y]Kx=p,y=q = 1 si et seulement si p et q sont des entiers et p + 1 = q.Si le langage L ontient un prédiat d'arité n pour n ≥ 2, la onstrutiond'un N-modèle se généralise simplement. Un langage qui ontient au moins unsymbole de prédiat unaire P et un symbole de fontion f d'arité n ≥ 2 estégalement indéidable, ar ave un symbole de prédiat unaire P et un symbolede prédiat n-aire f on peut onstruire la proposition P (f(x1, . . . , xn)) quisimule un symbole de prédiat n-aire.Restent le as où tous les symboles de prédiat sont d'arité nulle � auquelas peu importent les symboles de fontion qui ne peuvent pas être utilisés dansles propositions � et elui où tous les symboles de fontion et de prédiat sontau plus unaire. On peut montrer que la démontrabilité est déidable dans esdeux as.Le théorème de Churh permet d'appréier la révolution qu'a onstituéel'introdution par G. Frege de prédiats binaires. Toutes les logiques antérieures



5.3 Le théorème de Churh 139� la logique des syllogismes d'Aristote, . . . � qui ne omportent que dessymboles au plus unaires � Homme, Mortel, . . . � sont déidables.Il faut prendre garde au fait que, bien que la démontrabilité dans la logiquedes prédiats dans un langage ontenant au moins un symbole de prédiatbinaire soit indéidable, en ajoutant des axiomes, on peut rendre la démontra-bilité déidable. C'est naturellement le as si on ajoute l'axiome ⊥, puisqu'unethéorie ontraditoire est trivialement déidable, mais 'est par exemple aussile as si on ajoute l'axiome ∀x∀y (x R y) qui est ohérent. Le théorème deChurh ne ondamne don pas a priori la reherhe d'algorithmes pour desthéories partiulières, à ondition que elles-i n'aient pas de N-modèle, mêmesi elles utilisent un symbole de prédiat binaire. Ainsi, A. Tarski a démontréque la géométrie élémentaire est déidable, bien qu'elle utilise de nombreuxprédiats binaires. Nous verrons, au hapitre 7, un autre exemple de théoriedéidable.Pour terminer ette setion, mentionnons une autre généralisation du théo-rème d'indéidabilité de l'arithmétique. Nous avons vu que, quand nous nousdonnons un programme f et des entiers p1, . . . , pn, nous pouvons onstruireune proposition lose de l'arithmétique qui est démontrable si et seulement sile programme f termine en p1, . . . , pn. En 1970, Y. Matiyasevih a montré qu'ilest possible de onstruire une telle proposition de la forme ∃z1 . . . ∃zm (t = u).De e fait, l'ensemble des propositions de la forme ∃z1 . . .∃zm (t = u) démon-trables dans l'arithmétique est indéidable. Or, une proposition de ette formeexprime simplement l'existene d'une solution dans le domaine des entiers pourl'équation polynomiale à oe�ients entiers t = u. De e fait, il n'existe pasd'algorithme permettant de déider si une équation polynomiale à oe�ientsentiers a une solution dans le domaine des entiers ou non. Ce théorème résout,par la négative, un problème posé par D. Hilbert en 1900 (le dixième problèmede Hilbert) : trouver un algorithme qui indique si une équation polynomiale àplusieurs variables et à oe�ients entiers a une solution dans le domaine desentiers ou non. La onstrution d'une proposition de la forme ∃z1 . . . ∃zm (t = u)a ependant demandé un peu de travail, puisque si le lien entre le théorèmede Churh et une potentielle solution négative du dixième problème de Hilbertavait été entrevu en 1953 par M. Davis, qui avait proposé une première sim-pli�ation de la forme des propositions représentant les programmes, e n'estqu'en 1970 que la onstrution a été ahevée par Matiyasevih.



140 5. Le théorème de Churh5.4 La semi-déidabilitéSi l'ensemble des propositions démontrables dans la logique des prédiatsest indéidable, on peut, en revanhe, montrer que les règles de dédution sonte�etives et don en déduire, en utilisant la proposition 3.14, que l'ensembledes propositions démontrables est semi-déidable. Ce résultat s'étend à toutesles théories formées d'un nombre �ni d'axiomes et même à toutes elles dontl'ensemble des axiomes est déidable.A�n de préparer la démonstration de la proposition 5.10, nous redonnonsii la démonstration de ette proposition en partant de la proposition 3.13.Proposition 5.9Soit T une théorie dont l'ensemble des axiomes est déidable, les propositionsdémontrables dans T forment un ensemble semi-déidable.Démonstration. Les règles de dédution étant e�etives, d'après la proposition3.13, l'ensemble des démonstrations est déidable. Et l'ensemble des axiomesde la théorie T étant déidable, on peut onstruire une fontion alulable g quiprend en argument le numéro d'un arbre π et le numéro d'une proposition A,véri�e que π est une démonstration bien formée, que sa raine est un séquent
Γ ⊢ B tel que B = A et tel que tous les éléments de Γ soient des axiomes de T .La fontion h dé�nie par h(A) est le plus petit entier π tel que 1 −̇ g(π, A) = 0omposée ave la fontion onstante égale à 1 est un algorithme de semi-déisionpour l'ensemble des propositions démontrables dans la théorie T . Si A estdémontrable dans T , alors h(A) = 1, sinon h n'est pas dé�nie en A.L'ensemble des démonstrations est don un ensemble déidable et elui despropositions démontrables un ensemble semi-déidable. Ces deux résultats sontà l'origine de la oneption de deux types de programmes informatiques : lesprogrammes de véri�ation de démonstrations et les programmes de démonstra-tion automatique. Les programmes de la première atégorie prennent en entréeun arbre π, ils terminent toujours et indiquent si π est une démonstration bienformée ou non. Les programmes de la seonde atégorie, dont nous verrons unexemple au hapitre 6, prennent en entrée une proposition A et reherhentune démonstration π de ette proposition. Quand la proposition n'est pas dé-montrable, ette reherhe se poursuit à l'in�ni.



5.5 Le premier théorème d'inomplétude de Gödel 1415.5 Le premier théorème d'inomplétude deGödelLa onstrution des fontions g et h dans la démonstration de la proposition5.9 mène à se demander e qu'il se passe si on modi�e la dé�nition de lafontion h, en une fontion h′, de manière à reherher simultanément unedémonstration de la proposition A et de la proposition ¬A dans la théorie T , età retourner 1 ou 0 selon que l'on a trouvé une démonstration de l'une ou l'autreproposition. Chaune des propositions A et ¬A pouvant être démontrable ounon, quatre as peuvent se produire1. les proposition A et ¬A sont toutes les deux démontrables,2. la proposition A est démontrable, mais pas ¬A,3. la proposition ¬A est démontrable, mais pas A,4. ni la proposition A ni la proposition ¬A ne sont démontrables.Si on suppose la théorie T ohérente, auune proposition n'est dans le as (1.),dans le as numéro (2.), h′(A) = 1, dans le as numéro (3.), h′(A) = 0 et dansle as numéro (4.), h′ n'est pas dé�nie en A.Il est faile de donner des exemples de propositions qui sont dans le as(2.) et de propositions qui sont dans le as (3.), mais on peut s'interroger surl'existene de propositions qui sont dans le as (4.). Existe-t-il des propositions
A telles que ni A ni ¬A ne soient démontrables dans la théorie T ?On montre par l'absurde que la réponse est positive dans toutes les théoriesdans lesquelles l'ensemble des propositions démontrables est indéidable : s'iln'existait pas de propositions dans le as (4.), la fontion h′ serait un algorithmede déision pour la démontrabilité dans la théorie T , or, par hypothèse, un telalgorithme n'existe pas.Dé�nition 5.5 (Théorie omplète)Soit L un langage. Une théorie T , exprimée dans L, est dite omplète si pourtoute proposition lose A de L, A est démontrable dans T ou ¬A est démon-trable dans T .Proposition 5.10Soit L un langage, N, Null, Su, Plus, Mult et Eq des propositions de elangage et T une théorie dont l'ensemble des axiomes est déidable et qui a un
N-modèle. Alors, la théorie T est inomplète : il existe une proposition lose Gtelle que ni G ni ¬G ne soient démontrables dans ette théorie.



142 5. Le théorème de ChurhDémonstration. Soit g la fontion alulable qui au numéro d'un arbre π et aunuméro d'une proposition lose A assoie la valeur 1 si π est une démonstrationbien formée dont la raine est un séquent Γ ⊢ B tel que B = A et tous leséléments de Γ sont des axiomes de T , et la valeur 0 sinon. Soit r la fontionalulable qui à une démonstration, dont la raine est un séquent Γ ⊢ B, assoiela proposition B. Soit ¬̂ la fontion qui assoie le numéro de la proposition ¬Aà elui de la proposition A : ¬̂(x) = p¬q; (x; 0). Soit | la fontion ou sur lesbooléens : x | y = x + y −̇(x× y) et χ= la fontion aratéristique de l'égalité.Soit h1 la fontion alulable dé�nie par h1(A) est le plus petit entier π tel que
1 −̇ (g(π, A) | g(π, ¬̂(A))) = 0. Soit h′ la fontion h′(A) = χ=(r(h1(A)), A).Si la théorie T était omplète, h′ serait un algorithme de déision pour ladémontrabilité dans T en ontradition ave la proposition 5.7.Théorème 5.3 (Le premier théorème d'inomplétude de Gödel)L'arithmétique et toutes ses extensions qui ont (N, 0, x 7→ x+1, +,×, =) ommemodèle et dont l'ensemble des axiomes est déidable sont inomplètes.Démonstration. On pose N = ⊤, Null = (x = 0), Su = (y = S(x)), Plus =

(z = x + y), Mult = (z = x × y) et Eq = (x = y). L'ensemble des axiomes dela théorie est déidable et le modèle N est un N-modèle de la théorie. On peutdon appliquer la proposition 5.10.On peut généraliser e théorème à toutes les extensions ohérente de l'arith-métique, 'est-à-dire à toutes les extensions de l'arithmétique dont l'ensembledes axiomes est déidable et qui ont un modèle, que e modèle soit N ou non,e qui permet de montrer également l'inomplétude d'extensions exotiques del'arithmétique, qui sont ohérentes sans avoir N pour modèle. Mais on ne lefera pas ii.Il est ependant important de remarquer que e résultat ne s'étend pasaux extensions ontraditoires de l'arithmétique. Si on ajoute l'axiome ⊥, parexemple, alors toutes les propositions sont démontrables et la théorie est alorstrivialement omplète. Ce résultat ne s'étend pas non plus aux extensionsde l'arithmétique dont l'ensemble d'axiomes est indéidable. Ainsi, la théo-rie dont les axiomes sont toutes les propositions valides dans le modèle N estun exemple d'extension de l'arithmétique ohérente et omplète. Mais le théo-rème 5.3 montre que l'ensemble des axiomes de ette théorie est indéidable.De même, dans la démonstration de la proposition 2.5, on montre que toutethéorie T a une extension ohérente et omplète U , mais, en général, l'ensembledes axiomes de ette théorie n'est pas déidable.



5.5 Le premier théorème d'inomplétude de Gödel 143Exerie 5.1 (Un exemple de proposition indéterminée)La proposition 5.10 montre qu'il existe une proposition lose G, telle que ni Gni ¬G ne soient démontrables dans la théorie T , mais ne donne pas d'exempled'une telle proposition. On montre dans et exerie que l'on peut la modi�erde manière à onstruire une telle proposition.Soit L un langage, N, Null, Su, Plus, Mult et Eq des propositions de elangage et T une théorie dont l'ensemble des axiomes est déidable et qui a un
N-modèle M. Soit T ′ la théorie T ∪ T0.Soit f la fontion alulable telle que f(n, p, q) = 1 si n = pπq, p = pAq etl'arbre π est une démonstration dans T ′ de la proposition ∀w (Nq[w] ⇒ A) et
f(n, p, q) = 0 sinon.Soit F la proposition représentant un programme exprimant ette fontion.On érit F [t1, t2, t3, u] la proposition (t1/x1, t2/x2, t3/x3, u/y)F .D'après la proposition 5.3, les trois propositions suivantes sont équivalentes� f(n, p, q) = r,� la proposition

∀x1∀x2∀x3∀y (Nn[x1] ∧ Np[x2] ∧ Nq[x3] ∧ Nr[y] ⇒ F [x1, x2, x3, y])est démontrable dans T ′,� dans le modèle M, JF Kx1=n,x2=p,x3=q,x4=r = 1.Soit T la proposition
∀x∀y ((N[x] ∧ N1[y]) ⇒ ¬F [x, w, w, y])

m = pT q et G la proposition lose
∀w (Nm[w] ⇒ T )Montrer que si G est démontrable dans T ′ alors1. JGK = 1,2. pour tout entier n, JF Kx1=n,x2=m,x3=m,y=1 = 0,3. pour tout n, f(n, m, m) = 0,4. la proposition ∀w (Nm[w] ⇒ T ) n'est pas démontrable dans T ′,5. la proposition G n'est pas démontrable dans T ′.En déduire que la proposition G n'est pas démontrable dans T ′.En déduire que la proposition G n'est pas démontrable dans T .Montrer que si ¬G est démontrable dans T ′ alors1. J¬GK = 1,2. il existe un entier n tel que JF Kx1=n,x2=m,x3=m,y=1 = 1,3. il existe un entier n tel que f(n, m, m) = 1,



144 5. Le théorème de Churh4. la proposition ∀w (Nm[w] ⇒ T ) est démontrable dans T ′,5. la proposition G est démontrable dans T ′,6. la théorie T ′ est ontraditoire.En déduire que la proposition ¬G n'est pas démontrable dans T ′.En déduire que la proposition ¬G n'est pas démontrable dans T .Exerie 5.2Dans et exerie on admettra le théorème de Matiyasevih, 'est-à-dire quel'ensemble des propositions démontrables dans l'arithmétique de la forme
∃x1 . . . ∃xm (t = u) est indéidable.1. Montrer qu'il existe une proposition lose A de la forme ∃x1 . . . ∃xm (t = u)telle que ni A ni ¬A ne soient démontrables dans l'arithmétique.2. Montrer que la proposition ∀x1 . . . ∀xm ¬(t = u) n'est pas démontrable.3. Montrer que si a est un terme los de l'arithmétique, alors il existe un entier

n tel que la proposition a = n soit démontrable. Montrer que si n et p sontdeux entiers, alors ou bien la proposition n = p est démontrable ou bienla proposition ¬(n = p) est démontrable. Montrer que si a et b sont deuxtermes los de l'arithmétique, alors la proposition a = b est démontrableou la proposition ¬(a = b) est démontrable.4. Soit une équation t = u dont les variables sont parmi x1, . . . , xm et
p1, . . . , pm des entiers tels que la proposition (p1/x1, . . . , pm/xm)(t = u)soit démontrable. Montrer que la proposition ∃x1 . . . ∃xm (t = u) est dé-montrable. Montrer que si la proposition ∃x1 . . . ∃xm (t = u) n'est pas dé-montrable, alors pour tout p1, . . . , pm, la proposition
(p1/x1, . . . , pm/xm)(t = u) n'est pas démontrable.5. Montrer que si la proposition ∃x1 . . .∃xm (t = u) n'est pas démontrable,alors pour tout p1, . . . , pm, la proposition (p1/x1, . . . , pm/xm)¬(t = u) estdémontrable.6. Montrer qu'il existe une proposition A de la forme ¬(t = u) dont les va-riables sont parmi x1, . . . , xm et telle que� pour tous p1, . . . , pm la proposition (p1/x1, . . . , pm/xm)A est démon-trable,� la proposition ∀x1 . . . ∀xm A n'est pas démontrable.



6La démonstration automatique

Nous avons vu, au hapitre 5, que la démontrabilité en logique des prédi-ats est indéidable, mais semi-déidable, 'est-à-dire qu'il existe une fontionalulable f telle que f(pΓ ⊢ ∆q) = 1 si le séquent Γ ⊢ ∆ est démontrableet f n'est pas dé�nie en pΓ ⊢ ∆q sinon. Cette fontion énumère les entiers etteste si l'un d'eux est le numéro d'une démonstration de Γ ⊢ ∆. Si une telledémonstration existe, son numéro apparaîtra au ours de l'énumération. Sinon,elle-i se poursuivra à l'in�ni.Cette méthode permet de montrer que la démontrabilité en logique des pré-diats est semi-déidable, mais elle est sans intérêt pratique. Toutefois, l'idéed'énumération et de test sur laquelle elle repose peut aussi mener à des mé-thodes moins ine�aes.6.1 Le alul des séquents6.1.1 La reherhe de démonstrations en dédutionnaturelleUne méthode de reherhe de démonstrations onsiste à énumérer les règlesqui peuvent s'appliquer à haque n÷ud d'une démonstration, en proédantdu bas vers le haut. Si on herhe, par exemple, une démonstration du séquent
P ⊢ Q ⇒ (P ∧Q), on ommene par énumérer les di�érentes règles qui peuvent



146 6. La démonstration automatiqueêtre utilisées omme dernière règle d'une telle démonstration. Parmi d'autrespossibilités, ette dernière règle peut être ⇒-intro
Γ, A ⊢ B, ∆

⇒-intro
Γ ⊢ A ⇒ B, ∆et, dans e as, la seule possibilité est d'avoir Γ = [P ], A = Q, B = P ∧ Q et

∆ = [ ]. La prémisse de ette règle est don le séquent P, Q ⊢ P ∧ Q et onénumère les di�érentes règles qui peuvent être utilisées omme dernière règled'une démonstration de e séquent. Parmi d'autres possibilités, ette dernièrerègle peut être ∧-intro
Γ ⊢ A, ∆ Γ ⊢ B, ∆

∧-intro
Γ ⊢ A ∧ B, ∆et, dans e as, la seule possibilité est d'avoir Γ = [P, Q], A = P, B = Qet ∆ = [ ]. Les prémisses de ette règle sont don les séquents P, Q ⊢ P et

P, Q ⊢ Q. On herhe d'abord une démonstration du premier de es séquentset on énumère les di�érentes règles qui peuvent être utilisées omme dernièrerègle d'un telle démonstration. Parmi d'autres possibilités, ette dernière règlepeut être la règle axiome, qui permet de onlure. Cette même règle permet dedémontrer également le seond séquent et on aboutit à la démonstrationaxiome
P, Q ⊢ P

axiome
P, Q ⊢ Q

∧-intro
P, Q ⊢ P ∧ Q

⇒-intro
P ⊢ Q ⇒ (P ∧ Q)Quand on énumère les règles permettant de démontrer le séquent P ⊢ Q ⇒

(P ∧ Q), la seule règle d'introdution possible est la règle ⇒-intro. En e�et,la règle ∨-intro, par exemple, ne permet de démontrer que des propositions dela forme A ∨ B et elle ne peut pas être utilisée pour démontrer une implia-tion. En revanhe, pour démontrer e séquent, on peut utiliser toutes les règlesd'élimination, par exemple, la règle ∧-élim
Γ ⊢ A ∧ B, ∆

∧-élim
Γ ⊢ A, ∆De plus, quand on utilise ette règle, le séquent à démontrer P ⊢ Q ⇒ (P ∧Q),nous suggère de prendre Γ = [P ], A = Q ⇒ (P ∧ Q) et ∆ = [ ], mais il nesuggère rien pour B qui n'apparaît pas dans la onlusion de la règle. Il fautdon hoisir une proposition B et si la proposition hoisie n'est pas la bonne,il faut essayer d'autres possibilités. Autrement dit, il est néessaire d'énumérertoutes les propositions B possibles.



6.1 Le alul des séquents 147Ainsi, quand on herhe à démontrer le séquent P ∧ Q ⊢ P , rien n'indiquequ'il faut utiliser la règle ∧-élim ni qu'il faut hoisir B = Q pour obtenir ladémonstration axiome
P ∧ Q ⊢ P ∧ Q

∧-élim
P ∧ Q ⊢ P6.1.2 Les règles du alul des séquentsLa dédution naturelle permet d'exploiter la forme de la onlusion du sé-quent pour guider le hoix des règles d'introdution. En revanhe, elle ne permetpas d'utiliser elle des hypothèses pour guider le hoix des règles d'élimination.L'idée du alul des séquents est de onserver les règles d'introdution de la dé-dution naturelle, désormais appelées règles droites, et de remplaer les règlesd'élimination par des règles d'introdution sur les hypothèses du séquent : lesrègles gauhes. Par exemple, la règle ∧-élim est remplaée par la règle
Γ, A, B ⊢ ∆

∧-gauhe
Γ, A ∧ B ⊢ ∆Ainsi, le séquent P ∧ Q ⊢ P a une démonstration tout à fait di�érente de sadémonstration en dédution naturelle axiome

P, Q ⊢ P
∧-gauhe

P ∧ Q ⊢ Pet lors de la reherhe d'une démonstration de e séquent, la forme de l'hy-pothèse P ∧ Q permet de guider le hoix de la règle gauhe. Chaque règled'élimination de la dédution naturelle peut, de même, être remplaée par unerègle gauhe
⊥-gauhe

Γ,⊥ ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆
∨-gauhe

Γ, A ∨ B ⊢ ∆

Γ ⊢ A, ∆ Γ, B ⊢ ∆
⇒-gauhe

Γ, A ⇒ B ⊢ ∆

Γ ⊢ A, ∆
¬-gauhe

Γ,¬A ⊢ ∆

Γ, (t/x)A ⊢ ∆
∀-gauhe

Γ, ∀x A ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆
∃-gauhe x non libre dans Γ, ∆

Γ, ∃x A ⊢ ∆



148 6. La démonstration automatiqueNous devons également ajouter une règle de ontration à gauhe pour pouvoirutiliser les hypothèses plusieurs fois.Comme en dédution naturelle, le tiers exlu peut être exprimé par une règlepartiulière ou, omme nous le faisons ii, par le fait d'utiliser des séquents àplusieurs onlusions.En�n, pour montrer l'équivalene du alul des séquents et de la dédutionnaturelle nous aurons besoin d'une règle supplémentaire : la règle de oupure.
Γ ⊢ A, ∆ Γ, A ⊢ ∆ oupure

Γ ⊢ ∆dont nous démontrerons ensuite qu'elle est super�ue.Cela mène à la dé�nition suivante.Dé�nition 6.1 (Les règles du alul des séquents)axiome
Γ, A ⊢ A, ∆

Γ ⊢ A, ∆ Γ, A ⊢ ∆ oupure
Γ ⊢ ∆

Γ, A, A ⊢ ∆ ontration-gauhe
Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ A, A, ∆ ontration-droite
Γ ⊢ A, ∆

⊤-droite
Γ ⊢ ⊤, ∆

⊥-gauhe
Γ,⊥ ⊢ ∆

Γ, A, B ⊢ ∆
∧-gauhe

Γ, A ∧ B ⊢ ∆

Γ ⊢ A, ∆ Γ ⊢ B, ∆
∧-droite

Γ ⊢ A ∧ B, ∆

Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆
∨-gauhe

Γ, A ∨ B ⊢ ∆

Γ ⊢ A, B, ∆
∨-droite

Γ ⊢ A ∨ B, ∆

Γ ⊢ A, ∆ Γ, B ⊢ ∆
⇒-gauhe

Γ, A ⇒ B ⊢ ∆

Γ, A ⊢ B, ∆
⇒-droite

Γ ⊢ A ⇒ B, ∆
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Γ ⊢ A, ∆

¬-gauhe
Γ,¬A ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆
¬-droite

Γ ⊢ ¬A, ∆

Γ, (t/x)A ⊢ ∆
∀-gauhe

Γ, ∀x A ⊢ ∆

Γ ⊢ A, ∆
∀-droite x non libre dans Γ, ∆

Γ ⊢ ∀x A, ∆

Γ, A ⊢ ∆
∃-gauhe x non libre dans Γ, ∆

Γ, ∃x A ⊢ ∆

Γ ⊢ (t/x)A, ∆
∃-droite

Γ ⊢ ∃x A, ∆En dédution naturelle, un séquent a toujours une onlusion unique. Dansle système D′, un séquent peut avoir une ou plusieurs onlusions, mais il nepeut pas en avoir auune. En e�et, les règles du système D′, omme elles dela dédution naturelle, transforment la onlusion des séquents : il faut qu'ily ait quelque hose à transformer. En alul des séquents, les hypothèses etles onlusions d'un séquent jouent des r�les symétriques et, de même qu'unséquent peut n'avoir auune hypothèse, il peut n'avoir auune onlusion. In-tuitivement, le séquent Γ ⊢ est une variante du séquent Γ ⊢ ⊥. En e�et, demanière générale, dans le système D′ omme en alul des séquents, le séquent
Γ ⊢ ∆ est démontrable si et seulement si le séquent Γ ⊢ ⊥, ∆ est démontrable.Cela explique la di�érene entre la règle ¬-droite du alul des séquents

Γ, A ⊢ ∆
¬-droite

Γ ⊢ ¬A, ∆dont la onlusion de la prémisse peut être vide, quand ∆ est vide, et la règlehomologue du système D′

Γ, A ⊢ ⊥, ∆
¬-intro

Γ ⊢ ¬A, ∆6.1.3 L'équivalene ave la dédution naturelleNous voulons, à présent, montrer qu'un séquent Γ ⊢ A est démontrable endédution naturelle si et seulement s'il est démontrable en alul des séquents.Comme nous avons hoisi une formulation du alul des séquents ave des sé-quents à plusieurs onlusions, nous montrons l'équivalene ave la formulationhomologue de la dédution naturelle, 'est-à-dire le système D′.Nous ommençons par montrer la proposition suivante qui est l'analogue,pour le alul des séquents, des propositions 1.6 et 1.13.



150 6. La démonstration automatiqueProposition 6.1 (L'a�aiblissement)Si le séquent Γ ⊢ ∆ est démontrable en alul des séquents, alors 'est égalementle as des séquents Γ, A ⊢ ∆ et Γ ⊢ A, ∆.Démonstration. Par réurrene sur la struture de la démonstration de Γ ⊢ ∆.Proposition 6.2Si le séquent Γ ⊢ A est démontrable dans le système D′, alors il est démontrableen alul des séquents.Démonstration. On montre, plus généralement, que si le séquent Γ ⊢ ∆ estdémontrable dans le système D′, alors il est démontrable en alul des séquents.Par réurrene sur la struture de la démonstration de e séquent dans le sys-tème D′.� Si ette démonstration a la forme
π

Γ ⊢ ⊥, ∆′

⊥-élim
Γ ⊢ A, ∆′alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 6.1, il existeune démonstration en alul des séquents π′ du séquents Γ ⊢ ⊥, A, ∆′.On onstruit la démonstration

π′

Γ ⊢ ⊥, A, ∆′ ⊥-gauhe
Γ,⊥ ⊢ A, ∆′ oupure

Γ ⊢ A, ∆′� Si la démonstration a la forme
π

Γ ⊢ A ∧ B, ∆′

∧-élim
Γ ⊢ A, ∆′alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 6.1, il existeune démonstrations en alul des séquents π′ du séquent Γ ⊢ A∧B, A, ∆′.On onstruit la démonstration

π′

Γ ⊢ A ∧ B, A, ∆′

axiome
Γ, A, B ⊢ A, ∆′

∧-gauhe
Γ, A ∧ B ⊢ A, ∆′ oupure

Γ ⊢ A, ∆′On proède de même pour l'autre règle ∧-élim.



6.1 Le alul des séquents 151� Si ette démonstration a la forme
π1

Γ ⊢ A ∨ B, ∆′
π2

Γ, A ⊢ C, ∆′
π3

Γ, B ⊢ C, ∆′

∨-élim
Γ ⊢ C, ∆′alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 6.1, il existedes démonstrations en alul des séquents π′

1, π′
2 et π′

3 de Γ ⊢ A∨B, C, ∆′,de Γ, A ⊢ C, ∆′ et de Γ, B ⊢ C, ∆′. On onstruit la démonstration
π′

1

Γ ⊢ A ∨ B, C, ∆′

π′
2

Γ, A ⊢ C, ∆′
π′

3

Γ, B ⊢ C, ∆′

∨-gauhe
Γ, A ∨ B ⊢ C, ∆′ oupure

Γ ⊢ C, ∆′� Si ette démonstration a la forme
π1

Γ ⊢ A ⇒ B, ∆′
π2

Γ ⊢ A, ∆′

⇒-élim
Γ ⊢ B, ∆′alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 6.1, il existedes démonstrations en alul des séquents π′

1 et π′
2 des séquents Γ ⊢ A ⇒

B, B, ∆′ et Γ ⊢ A, B, ∆′. On onstruit la démonstration
π′

1

Γ ⊢ A ⇒ B, B, ∆′

π′
2

Γ ⊢ A, B, ∆′ axiome
Γ, B ⊢ B, ∆′

⇒-gauhe
Γ, A ⇒ B ⊢ B, ∆′ oupure

Γ ⊢ B, ∆′� Si ette démonstration a la forme
π1

Γ ⊢ ¬A, ∆′
π2

Γ ⊢ A, ∆′

¬-élim
Γ ⊢ ⊥, ∆′alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 6.1, il existedes démonstrations en alul des séquents π′

1 et π′
2 des séquents Γ ⊢

¬A,⊥, ∆′ et Γ ⊢ A,⊥, ∆′. On onstruit la démonstration
π′

1

Γ ⊢ ¬A,⊥, ∆′

π′
2

Γ ⊢ A,⊥, ∆′

¬-gauhe
Γ,¬A ⊢ ⊥, ∆′ oupure

Γ ⊢ ⊥, ∆′



152 6. La démonstration automatique� Si ette démonstration a la forme
π

Γ ⊢ ∀x A, ∆′

∀-élim
Γ ⊢ (t/x)A, ∆′alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 6.1, il existeune démonstration en alul des séquents π′ du séquent Γ ⊢ ∀x A, (t/x)A, ∆′.On onstruit la démonstration

π′

Γ ⊢ ∀x A, (t/x)A, ∆′

axiome
Γ, (t/x)A ⊢ (t/x)A, ∆′

∀-gauhe
Γ, ∀x A ⊢ (t/x)A, ∆′ oupure

Γ ⊢ (t/x)A, ∆′� Si ette démonstration a la forme
π1

Γ ⊢ ∃x A, ∆′
π2

Γ, A ⊢ B, ∆′

∃-élim
Γ ⊢ B, ∆′alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 6.1, il existedes démonstrations en alul des séquents π′

1 et π′
2 des séquents Γ ⊢

∃x A, B, ∆′ et Γ, A ⊢ B, ∆′. On onstruit la démonstration
π′

1

Γ ⊢ ∃x A, B, ∆′

π′
2

Γ, A ⊢ B, ∆′

∃-gauhe
Γ, ∃x A ⊢ B oupure

Γ ⊢ B, ∆′� Si ette démonstration a la forme
π

Γ, A ⊢ ⊥, ∆′

¬-intro
Γ ⊢ ¬A, ∆′alors, par hypothèse de réurrene, il existe une démonstrations en aluldes séquents π′ du séquent Γ, A ⊢ ⊥, ∆′. On onstruit la démonstration

π′

Γ, A ⊢ ⊥, ∆′ ⊥-gauhe
Γ, A,⊥ ⊢ ∆′ oupure

Γ, A ⊢ ∆′

¬-droite
Γ ⊢ ¬A, ∆′



6.1 Le alul des séquents 153� Si ette démonstration a la forme
π

Γ ⊢ A, ∆′

∨-intro
Γ ⊢ A ∨ B, ∆′alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 6.1, il existeune démonstration en alul des séquents π′ du séquent Γ ⊢ A, B, ∆′. Ononstruit la démonstration

π′

Γ ⊢ A, B, ∆′

∨-droite
Γ ⊢ A ∨ B, ∆′On proède de même pour l'autre règle ∨-intro.� Les autres règles du système D′ sont aussi des règles du alul des sé-quents, leur as est don trivial.Pour montrer que, réiproquement, si le séquent Γ ⊢ A est démontrableen alul des séquents, il est démontrable dans le système D′, nous voudrionsmontrer que si le séquent Γ ⊢ ∆ est démontrable en alul des séquents, alors ilest démontrable dans le système D′. Malheureusement, ela n'est pas vrai dansle as où ∆ est vide. Nous montrons don une proposition plus faible : si leséquent Γ ⊢ ∆ est démontrable en alul des séquents, alors le séquent Γ ⊢ ⊥, ∆est démontrable dans le système D′, puis nous éliminons la proposition ⊥, dansle as où le multiensemble ∆ est un singleton.Nous ommençons par montrer la proposition suivante.Proposition 6.3Si les séquents Γ, A ⊢ ∆ et Γ ⊢ A, ∆ sont démontrables dans le système D′,alors le séquent Γ ⊢ ∆ aussi.Démonstration. On montre, plus généralement, que si les séquents Γ, Σ, A ⊢ ∆et Γ ⊢ A, ∆ sont démontrables dans le système D′, alors le séquent Γ, Σ ⊢ ∆aussi. Par réurrene sur la struture de la démonstration de Γ, Σ, A ⊢ ∆. Tousles as sont triviaux, sauf elui de la règle axiome. Dans e as, si la propositionommune à Γ, Σ, A et ∆ est un élément de Γ, Σ, le séquent Γ, Σ ⊢ ∆ estdémontrable ave la règle axiome. Si 'est A, alors, d'après la proposition 1.13,le séquent Γ, Σ ⊢ A, ∆ est démontrable et la proposition A étant un élémentde ∆, le séquent Γ, Σ ⊢ ∆ est démontrable ave la règle ontration.



154 6. La démonstration automatiqueProposition 6.4Si le séquent Γ ⊢ A est démontrable en alul des séquents, alors il est démon-trable dans le système D′.Démonstration. On montre que si le séquent Γ ⊢ ∆ est démontrable en aluldes séquents, alors le séquent Γ ⊢ ⊥, ∆ est démontrable dans le système D′.Le résultat en déoule ar si le séquent Γ ⊢ ⊥, A a une démonstration π dansle système D′, alors le séquent Γ ⊢ A a la démonstration
π

Γ ⊢ ⊥, A
⊥-élim

Γ ⊢ A, A ontration
Γ ⊢ ALa démonstration proède par réurrene sur la struture de la démonstrationdu séquent Γ ⊢ ∆ dans le alul des séquents.� Si ette démonstration a la forme

π1

Γ ⊢ A, ∆
π2

Γ, A ⊢ ∆ oupure
Γ ⊢ ∆alors, par hypothèse de réurrene, les séquents Γ ⊢ ⊥, A, ∆ et Γ, A ⊢

⊥, ∆ sont démontrables dans le système D′. Le séquent Γ ⊢ ⊥, ∆ estdon démontrable d'après la proposition 6.3.� Si ette démonstration a la forme
π1

Γ ′, A, A ⊢ ∆ ontration-gauhe
Γ ′, A ⊢ ∆alors, par hypothèse de réurrene, le séquent Γ ′, A, A ⊢ ⊥, ∆ a une dé-monstration dans le système D′. On montre par réurrene sur la stru-ture de ette démonstration que le séquent Γ ′, A ⊢ ⊥, ∆ a une démons-tration dans le système D′.� Si ette démonstration a la forme

⊥-gauhe
Γ ′,⊥ ⊢ ∆alors, le séquent Γ ′,⊥ ⊢ ⊥, ∆ est démontrable dans le système D′ avela règle axiome.� Si ette démonstration a la forme

π

Γ ′, A, B ⊢ ∆
∧-gauhe

Γ ′, A ∧ B ⊢ ∆



6.1 Le alul des séquents 155alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 1.13, le sé-quent Γ ′, A ∧ B, A, B ⊢ ⊥, ∆ est démontrable dans le système D′. Lesséquents Γ ′, A∧B, B ⊢ A,⊥, ∆ et Γ ′, A∧B ⊢ B,⊥, ∆ sont démontrablesave les règles axiome et ∧-élim. Le séquent Γ ′, A ∧ B ⊢ ⊥, ∆ est dondémontrable d'après la proposition 6.3.� Si ette démonstration a la forme
π1

Γ ′, A ⊢ ∆

π2

Γ ′, B ⊢ ∆
∨-gauhe

Γ ′, A ∨ B ⊢ ∆alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 1.13, les sé-quents Γ ′, A∨B, A ⊢ ⊥, ∆ et Γ ′, A∨B, B ⊢ ⊥, ∆ sont démontrables dansle système D′. Le séquent Γ ′, A ∨ B ⊢ ⊥, ∆ est don démontrable aveles règles axiome et ∨-élim.� Si ette démonstration a la forme
π1

Γ ′ ⊢ A, ∆

π2

Γ ′, B ⊢ ∆
⇒-gauhe

Γ ′, A ⇒ B ⊢ ∆alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 1.13, les sé-quents Γ ′, A ⇒ B ⊢ ⊥, A, B, ∆ et Γ ′, A ⇒ B, B ⊢ ⊥, ∆ sont démon-trables dans le système D′. Le séquent Γ ′, A, A ⇒ B ⊢ B,⊥, ∆ est dé-montrable ave les règles axiome et⇒-élim. Le séquent Γ ′, A ⇒ B ⊢ ⊥, ∆est don démontrable d'après la proposition 6.3.� Si ette démonstration a la forme
π

Γ ′ ⊢ A, ∆
¬-gauhe

Γ ′,¬A ⊢ ∆alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 1.13, le sé-quent Γ ′,¬A ⊢ ⊥, A, ∆ est démontrable dans le système D′. Le séquent
Γ ′,¬A, A ⊢ ⊥, ∆ est démontrable ave les règles axiome et ¬-élim. Leséquent Γ ′,¬A ⊢ ⊥, ∆ est don démontrable d'après la proposition 6.3.� Si ette démonstration a la forme

π

Γ ′, (t/x)A ⊢ ∆
∀-gauhe

Γ ′, ∀x A ⊢ ∆alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 1.13, le sé-quent Γ ′, ∀x A, (t/x)A ⊢ ⊥, ∆ est démontrable dans le système D′. Leséquent Γ ′, ∀x A ⊢ (t/x)A,⊥, ∆ est démontrable ave les règles axiomeet ∀-élim. Le séquent Γ ′, ∀x A ⊢ ⊥, ∆ est don démontrable d'après laproposition 6.3.



156 6. La démonstration automatique� Si ette démonstration a la forme
π

Γ ′, A ⊢ ∆
∃-gauhe

Γ ′, ∃x A ⊢ ∆alors, par hypothèse de réurrene et d'après la proposition 1.13, le sé-quent Γ ′, ∃x A, A ⊢ ⊥, ∆ est démontrable dans le système D′. Le séquent
Γ ′, ∃x A ⊢ ⊥, ∆ est don démontrable ave les règles axiome et ∃-élim.� Si ette démonstration a la forme

π

Γ, A ⊢ ∆′

¬-droite
Γ ⊢ ¬A, ∆′alors, par hypothèse de réurrene, le séquent Γ, A ⊢ ⊥, ∆′ est démon-trable dans le système D′. Le séquent Γ ⊢ ¬A, ∆′ est don démontrableave la règle ¬-intro et le séquent Γ ⊢ ⊥,¬A, ∆′ d'après la proposition1.13.� Si ette démonstration a la forme

π

Γ ⊢ A, B, ∆′

∨-droite
Γ ⊢ A ∨ B, ∆′alors, par hypothèse de réurrene, le séquent Γ ⊢ ⊥, A, B, ∆′ est dé-montrable dans le système D′. Le séquent Γ ⊢ ⊥, A ∨ B, ∆′ est dondémontrable ave les règles ontration et ∨-intro.� Les autres règles du alul des séquents sont aussi des règles du système

D′, leur as est don trivial.Théorème 6.1Le séquent Γ ⊢ A est démontrable en alul des séquents si et seulement s'ilest démontrable dans le système D′ si et seulement s'il est démontrable endédution naturelle.Démonstration. D'après les propositions 6.2, 6.4 et 1.12.6.1.4 L'élimination des oupuresToutes les propositions apparaissant dans les prémisses d'une règle gauheou d'une règle droite du alul des séquents apparaissent également dans la



6.1 Le alul des séquents 157onlusion de ette règle. De e fait, l'appliation d'une telle règle, lors de lareherhe d'une démonstration, ne demande pas de hoisir une proposition.Cependant, la règle de oupure
Γ ⊢ A, ∆ Γ, A ⊢ ∆ oupure

Γ ⊢ ∆que nous avons utilisée pour démontrer l'équivalene du alul des séquents avele système D′, ne véri�e pas ette propriété, puisque la proposition A apparaîtdans les prémisses de ette règle, mais pas dans sa onlusion. L'appliation deette règle demande don de hoisir une proposition A.Toutefois, omme nous allons le voir, ette règle est redondante et peut êtresupprimée du alul des séquents.Dé�nition 6.2 (Le alul des séquents sans oupures)Le alul des séquents sans oupures est formé des règles de la dé�nition 6.1sauf la règle oupure.De manière évidente si un séquent Γ ⊢ ∆ est démontrable dans le aluldes séquents sans oupures il est démontrable dans le alul des séquents. Nousvoulons montrer que, réiproquement, si un séquent Γ ⊢ ∆ est démontrabledans le alul des séquents, alors il est démontrable dans le alul des séquentssans oupures. Pour ela, il su�t de montrer la proposition suivante.Proposition 6.5Si les séquents Γ, A ⊢ ∆ et Γ ⊢ A, ∆ sont démontrables dans le alul desséquents sans oupures, alors le séquent Γ ⊢ ∆ est démontrable dans le aluldes séquents sans oupures.Démonstration. On montre plus généralement que si les séquents Γ, An ⊢ ∆et Γ ′ ⊢ Am, ∆′ ont des démonstrations π et π′ dans le alul des séquents sansoupures, alors le séquent Γ, Γ ′ ⊢ ∆, ∆′ a une démonstration dans le alul desséquents sans oupures. La proposition déoule du as n = m = 1, en utilisantles règles de ontration.La démonstration proède par une réurrene double d'abord sur le nombrede onneteurs et quanti�ateurs de la proposition A, puis sur la somme destailles des démonstrations π et π′.On onsidère les dernières règles des démonstrations π et π′. Dans unepremière série de as, es deux règles sont appliquées à la proposition A, e quiimplique n ≥ 1 et m ≥ 1.



158 6. La démonstration automatique� Si la dernière règle de π est la règle axiome, alors le multiensemble ∆ontient la proposition A. Le séquent Γ ′ ⊢ Am, ∆′ a une démonstrationet, d'après la proposition 6.1, le séquent Γ, Γ ′ ⊢ Am, ∆, ∆′ également. Àpartir de ette démonstration, on onstruit une démonstration du séquent
Γ, Γ ′ ⊢ ∆, ∆′ ave la règle ontration-droite. On proède de même si ladernière règle de π′ est la règle axiome.� Si la dernière règle de π ou elle de π′ est une règle de ontration, onapplique l'hypothèse de réurrene.� Dans les autres as, si la dernière règle de π est la règle ∧-gauhe, alors
A = (B ∧ C) et la dernière règle de π′ est la règle ∧-droite. Don π a laforme

ρ

Γ, An−1, B, C ⊢ ∆
∧-gauhe

Γ, An−1, B ∧ C ⊢ ∆et π′ la forme
ρ′1

Γ ′ ⊢ B, Am−1, ∆′

ρ′2
Γ ′ ⊢ C, Am−1, ∆′

∧-droite
Γ ′ ⊢ B ∧ C, Am−1, ∆′L'hypothèse de réurrene, appliquée à π et ρ′1, puis à π et ρ′2 et en�n à ρet π′ donne une démonstration de Γ, Γ ′ ⊢ B, ∆, ∆′, de Γ, Γ ′ ⊢ C, ∆, ∆′ etde Γ, Γ ′, B, C ⊢ ∆, ∆′. L'hypothèse de réurrene appliquée à B et C etles règles de ontration donnent une démonstration de Γ, Γ ′, C ⊢ ∆, ∆′puis de Γ, Γ ′ ⊢ ∆, ∆′.� Si la dernière règle de π est la règle ∨-gauhe, alors A = (B ∨ C) et ladernière règle de π′ est la règle ∨-droite. Don π a la forme
ρ1

Γ, An−1, B ⊢ ∆

ρ2

Γ, An−1, C ⊢ ∆
∨-gauhe

Γ, An−1, B ∨ C ⊢ ∆et π′ la forme
ρ′

Γ ′ ⊢ B, C, Am−1, ∆′

∨-droite
Γ ′ ⊢ B ∨ C, Am−1, ∆′L'hypothèse de réurrene, appliquée à π et ρ′, puis à ρ1 et π′ et en�n à ρ2et π′ donne une démonstration de Γ, Γ ′ ⊢ B, C, ∆, ∆′, de Γ, Γ ′, B ⊢ ∆, ∆′et de Γ, Γ ′, C ⊢ ∆, ∆′. L'hypothèse de réurrene appliquée à B et C etles règles de ontration donnent une démonstration de Γ, Γ ′ ⊢ C, ∆, ∆′puis de Γ, Γ ′ ⊢ ∆, ∆′.



6.1 Le alul des séquents 159� Si la dernière règle de π est la règle ⇒-gauhe, alors A = (B ⇒ C) et ladernière règle de π′ est la règle ⇒-droite. Don π a la forme
ρ1

Γ, An−1 ⊢ B, ∆

ρ2

Γ, An−1, C ⊢ ∆
⇒-gauhe

Γ, An−1, B ⇒ C ⊢ ∆et π′ la forme
ρ′

Γ ′, B ⊢ C, Am−1, ∆′

⇒-droite
Γ ′ ⊢ B ⇒ C, Am−1, ∆′L'hypothèse de réurrene, appliquée à π et ρ′, puis à ρ1 et π′ et en�n à ρ2et π′ donne une démonstration de Γ, Γ ′, B ⊢ C, ∆, ∆′, de Γ, Γ ′ ⊢ B, ∆, ∆′et de Γ, Γ ′, C ⊢ ∆, ∆′. L'hypothèse de réurrene appliquée à B et C etles règles de ontration donnent une démonstration de Γ, Γ ′ ⊢ C, ∆, ∆′puis de Γ, Γ ′ ⊢ ∆, ∆′.� Si la dernière règle de π est la règle ¬-gauhe, alors A = ¬B et la dernièrerègle de π′ est la règle ¬-droite. Don π a la forme

ρ

Γ, An−1 ⊢ B, ∆
¬-gauhe

Γ, An−1,¬B ⊢ ∆et π′ la forme
ρ′

Γ ′, B ⊢ Am−1, ∆′

¬-droite
Γ ′ ⊢ ¬B, Am−1, ∆′L'hypothèse de réurrene, appliquée à π et ρ′, puis à ρ et π′ donne unedémonstration de Γ, Γ ′, B ⊢ ∆, ∆′ et de Γ, Γ ′ ⊢ B, ∆, ∆′. L'hypothèsede réurrene appliquée à B et les règles de ontration donnent unedémonstration de Γ, Γ ′ ⊢ ∆, ∆′.� Si la dernière règle de π est la règle ∀-gauhe, alors A = ∀x B et ladernière règle de π′ est la règle ∀-droite. Don π a la forme

ρ

Γ, An−1, (t/x)B ⊢ ∆
∀-gauhe

Γ, An−1, ∀x B ⊢ ∆et π′ la forme
ρ′

Γ ′ ⊢ B, Am−1, ∆′

∀-droite
Γ ′ ⊢ ∀x B, Am−1, ∆′Comme x n'est pas une variable libre de Γ ′, de A ou de ∆′, en substituantla variable x par le terme t dans la démonstration ρ′, on obtient une



160 6. La démonstration automatiquedémonstration ρ′1 de Γ ′ ⊢ (t/x)B, Am−1, ∆′. L'hypothèse de réurrene,appliquée à π et ρ′1, puis à ρ et π′ donne une démonstration de Γ, Γ ′ ⊢

(t/x)B, ∆, ∆′, et de Γ, Γ ′, (t/x)B ⊢ ∆, ∆′. L'hypothèse de réurreneappliquée à (t/x)B et les règles de ontration donnent une démonstrationde Γ, Γ ′ ⊢ ∆, ∆′.� Si la dernière règle de π est la règle ∃-gauhe, alors A = ∃x B et ladernière règle de π′ est la règle ∃-droite. Don π a la forme
ρ

Γ, An−1, B ⊢ ∆
∃-gauhe

Γ, An−1, ∃x B ⊢ ∆et π′ la forme
ρ′

Γ ′ ⊢ (t/x)B, Am−1, ∆′

∃-droite
Γ ′ ⊢ ∃x B, Am−1, ∆′Comme x n'est pas une variable libre de Γ , de A ou de ∆, en substituantla variable x par le terme t dans la démonstration ρ, on obtient unedémonstration ρ1 de Γ, An−1, (t/x)B ⊢ ∆. L'hypothèse de réurrene,appliquée à π et ρ′, puis à ρ1 et π′ donne une démonstration de Γ, Γ ′ ⊢

(t/x)B, ∆, ∆′, et de Γ, Γ ′, (t/x)B ⊢ ∆, ∆′. L'hypothèse de réurreneappliquée à (t/x)B et les règles de ontration donnent une démonstrationde Γ, Γ ′ ⊢ ∆, ∆′.Dans une seonde série de as, la dernière règle de π ou elle de π′ onerneune autre proposition que A. Par exemple, si la dernière règle de π est la règle
∧-gauhe, alors Γ = Γ1, B ∧ C et π a la forme

ρ
Γ1, A

n, B, C ⊢ ∆
∧-gauhe

Γ1, A
n, B ∧ C ⊢ ∆on applique l'hypothèse de réurrene à ρ et π′ et on obtient une démonstrationde Γ1, Γ

′, B, C ⊢ ∆, ∆′. En utilisant ette même règle ∧-gauhe, on obtient unedémonstration de Γ1, Γ
′, B ∧C ⊢ ∆, ∆′, 'est-à-dire Γ, Γ ′ ⊢ ∆, ∆′. On proèdede même dans les autres as.Exerie 6.1Montrer que le séquent P (c) ∨ Q(c) ⊢ P (c) n'a pas de démonstration dans lealul des séquents sans oupures. En déduire qu'il n'a pas de démonstrationen dédution naturelle.



6.2 La reherhe de démonstrations dans le alul des séquents sans oupures 161Proposition 6.6On obtient un système équivalent au alul des séquents sans oupures, si onrestreint la règle axiome aux as dans lesquels toutes les propositions du séquentdémontré sont atomiques.Démonstration. On montre, par réurrene sur le nombre de onneteurs etquanti�ateurs de Γ ⊢ ∆, que, dans le système restreint, les séquents de laforme Γ ⊢ ∆, où Γ et ∆ ont une proposition en ommun, sont démontrables.6.2 La reherhe de démonstrations dans lealul des séquents sans oupuresPuisque toutes les propositions apparaissant dans les prémisses d'une règledu alul des séquents sans oupures sont obtenues à partir de propositions quiapparaissent dans la onlusion de ette règle, la reherhe d'une démonstra-tion dans le alul des séquents sans oupures ne demande pas de hoisir uneproposition dans l'ensemble in�ni des propositions du langage. Cependant, auours d'une telle reherhe, tous les hoix n'ont pas disparu.6.2.1 Les hoixSi on herhe, par exemple, une démonstration du séquent P ∧ Q(c) ⊢

P ∧∃x Q(x), on peut tout d'abord appliquer une règle à la proposition P ∧Q(c)ou à la proposition P ∧∃x Q(x) : 'est le hoix de la proposition dans le séquent.Si on hoisit la proposition P ∧ ∃x Q(x), on peut appliquer ou bien la règle
∧-droite ou bien la règle ontration-droite à ette proposition, 'est le hoixde la règle. Si on hoisit d'appliquer la règle ∧-droite, on obtient deux séquentsà démontrer P ∧ Q(c) ⊢ P et P ∧ Q(c) ⊢ ∃x Q(x). On doit alors hoisir deherher d'abord une démonstration du premier ou alors une démonstrationdu seond, 'est le hoix du séquent. En�n, quand on herhe à démontrer leséquent P ∧ Q(c) ⊢ ∃x Q(x), si on applique la règle ∃-droite, on doit hoisir leterme à substituer à la variable x, 'est le hoix du terme.Dans le as général, à haque étape de la reherhe, on a un ensemblede séquents à démontrer, il faut don hoisir le séquent à traiter, ensuite ilfaut hoisir la proposition à traiter dans e séquent. Une fois ette propositionhoisie, deux ou trois règles peuvent s'appliquer : la règle orrespondant à sononneteur ou quanti�ateur prinipal et à sa latéralité, la règle de ontration



162 6. La démonstration automatiqueorrespondant à sa latéralité et, parfois, la règle axiome. En�n, si la règle hoisieest la règle ∃-droite ou la règle ∀-gauhe, il faut enore hoisir le terme àsubstituer.6.2.2 Les hoix arboresents et les hoix indi�érentsDans l'organisation d'une reherhe, quand on se trouve fae à un hoix :explorer la voie A ou explorer la voie B et que l'on hoisit la voie A, deuxsituations peuvent se produire. Dans ertains as, si la voie A mène à uneimpasse, il faut revenir en arrière et explorer la voie B. C'est par exemple ainsique l'on explore les ouloirs d'un labyrinthe à la reherhe d'une sortie. Il sepeut même qu'il faille ommener à explorer la voie B avant d'avoir abouti àun onstat d'éhe dans l'exploration de la voie A, qui peut ne pas terminer.On parle alors de hoix arboresent. Dans d'autres as, si la voie A mène à unéhe, on sait que la voie B mènera aussi à un éhe, on parle alors de hoixindi�érent. Ainsi, pour faire des ÷ufs mimosa, on peut ommener par faire lamayonnaise ou par faire uire les ÷ufs. Si on ommene par essayer de faire lamayonnaise et que l'on éhoue, il est inutile d'essayer de faire uire les ÷ufsd'abord, ela ne hangera rien pour la mayonnaise.Dans l'organisation de la reherhe d'une démonstration dans le alul desséquents, le hoix du séquent à traiter en premier est bien entendu indi�érent :l'ordre dans lequel on herhe les démonstrations de P ∧Q(c) ⊢ P et P ∧Q(c) ⊢

∃x Q(x) n'a pas d'importane, ar herher une démonstration d'un séquentne hange pas l'autre.En revanhe, les trois autres hoix sont arboresents. L'arboresene duhoix de la proposition est illustré par l'exemple suivant. On herhe, une dé-monstration du séquent ∃x P (x), ∀y (P (y) ⇒ Q) ⊢ Q. Si on ommene parappliquer la règle ∃-gauhe à la proposition ∃x P (x), on obtient le séquent
P (x), ∀y (P (y) ⇒ Q) ⊢ Q et on peut appliquer la règle ∀-gauhe à la propo-sition ∀y (P (y) ⇒ Q), en hoisissant le terme x, et onlure. En revanhe, sion applique d'abord la règle ∀-gauhe à la proposition ∀y (P (y) ⇒ Q), ave emême terme x, on obtient le séquent ∃x P (x), P (x) ⇒ Q ⊢ Q, qui n'est pasdémontrable. En partiulier, la variable x apparaissant libre dans le séquent,appliquer la règle ∃-gauhe à la proposition ∃x P (x) demande de renommer lavariable liée x en x′ et on obtient alors le séquent P (x′), P (x) ⇒ Q ⊢ Q quin'est pas démontrable.L'arboresene du hoix de la règle est illustré par l'exemple suivant. Onherhe une démonstration du séquent ⊢ ∃x (P (x) ⇒ P (f(x))). Si on ommenepar appliquer la règle ontration-droite puis deux fois la règle ∃-droite ave lestermes c et f(c) on obtient le séquent ⊢ P (c) ⇒ P (f(c)), P (f(c)) ⇒ P (f(f(c)))



6.2 La reherhe de démonstrations dans le alul des séquents sans oupures 163qui se démontre sans peine. En revanhe, si on applique la règle ∃-droite, onobtient un séquent de la forme ⊢ P (t) ⇒ P (f(t)) qui n'est pas démontrable.L'arboresene du hoix du terme est illustré par l'exemple suivant. Si onveut démontrer le séquent P (f(f(c))) ⊢ ∃x P (f(x)), il faut appliquer la règle
∃-droite ave le terme f(c) et non ave le terme c.6.2.3 Restreindre les hoixUn des trois types de hoix arboresents, le hoix du terme, est un hoixparmi un ensemble in�ni de possibilités. Les deux autres en revanhe, le hoixde la proposition et le hoix de la règle, sont des hoix parmi un ensemble �nide possibilités. C'est don le hoix du terme qu'il faut herher à restreindreen premier.Quand on herhe une démonstration du séquent P (f(f(c))) ⊢ ∃x P (f(x)),si on applique la règle ∃-droite à la proposition ∃x P (f(x)), on peut substituer lavariable x par di�érents termes : c, f(c), f(f(c)), f(f(f(c))), . . . Bien entendu,seul le terme f(c) permettra de onlure. Au lieu d'énumérer tous les termesque l'on peut substituer et de les essayer les uns après les autres, on peutretarder le hoix du terme en substituant x par une variable spéiale X , quel'on substituera à son tour, dans une seonde étape, au ours de laquelle uneomparaison entre les propositions du séquent obtenu, P (f(f(c))) et P (f(X)),suggérera la substitution f(c)/X .Nous partitionnons don les variables en deux ensembles in�nis : les va-riables ordinaires que nous ontinuons de noter par une lettre minusule et lesmétavariables que nous notons par une majusule.Dé�nition 6.3 (Shéma de démonstration)Un shéma de démonstration est une démonstration onstruite dans une va-riante du alul des séquents sans oupures dans laquelle� les règles ∃-droite et ∀-gauhe sont restreintes au as où le terme substitué

t est une métavariable,� la règle axiome est remplaée par une règle axiome' qui permet de démon-trer n'importe quel séquent dont les propositions sont toute atomiquesaxiome' Γ, ∆ atomiques
Γ ⊢ ∆



164 6. La démonstration automatiquePar exemple, l'arbre axiome'
P (f(f(c))) ⊢ P (f(X))

∃-droite
P (f(f(c))) ⊢ ∃x P (f(x))est un shéma de démonstration.Proposition 6.7Soit Γ ⊢ ∆ un séquent et h un entier. Le séquent Γ ⊢ ∆ a un nombre �ni deshémas de démonstration de hauteur inférieure à h.Démonstration. Par réurrene sur h.Dé�nition 6.4Si σ est une substitution et Γ un multiensemble de propositions, le multien-semble σΓ est obtenu en appliquant la substitution σ à haque élément de

Γ . Si σ est une substitution et π est une démonstration ou un shéma dedémonstration, la démonstration ou le shéma de démonstration σπ est obtenuen appliquant la substitution σ à haque n÷ud de π.Dé�nition 6.5Une substitution σ qui assoie des termes t1, . . . , tn à des métavariables
X1, . . . , Xn parfait un shéma de démonstration π si l'arbre σπ est une dé-monstration dans le alul des séquents sans oupures et dans laquelle la règleaxiome est restreinte aux séquents dont toutes les propositions sont atomiques,'est-à-dire si� pour haque séquent Γ ⊢ ∆, démontré à l'aide de la règle axiome', lesmultiensembles σΓ et σ∆ ont une proposition en ommun� et pour haque utilisation des règle ∃-gauhe ou ∀-droite dans π, la ondi-tion de fraîheur des variables est véri�ée dans σπ, ela signi�e que quandun n÷ud de π a la forme

Γ ⊢ A, ∆
∀-droite

Γ ⊢ ∀x A, ∆ou
Γ, A ⊢ ∆

∃-gauhe
Γ, ∃x A ⊢ ∆



6.2 La reherhe de démonstrations dans le alul des séquents sans oupures 165alors la variable x n'est libre ni dans σΓ ni dans σ∆. Autrement dit, xn'est pas libre dans Γ, ∆ et si Y est libre dans Γ, ∆, alors x n'est pas libredans σY .Par exemple, la substitution f(c)/X parfait le shéma de démonstrationi-avant et donne la démonstration axiome
P (f(f(c))) ⊢ P (f(f(c)))

∃-droite
P (f(f(c))) ⊢ ∃x P (f(x))Si on se donne un shéma de démonstration π, on peut déider s'il existeou non une substitution qui le parfait.En e�et, pour ela, on doit trouver une substitution σ et, pour haque sé-quent Γ ⊢ ∆ démontré par la règle axiome', un ouple formé d'une propositionatomique A de Γ et d'une proposition atomique B de ∆ tel que σA = σB.Comme il y a, dans π, un nombre �ni de séquents démontrés par la règle axio-me', et pour haun d'eux un nombre �ni de tels ouples, on peut énumérertous les hoix possibles d'un ouple de propositions atomiques par séquent. Ilfaut ensuite déterminer, pour haun de es hoix, s'il existe une substitution

σ telle que pour haque ouple (A, B), σA = σB.Par exemple, dans le shéma i-avant, on a un seul séquent démontré par larègle axiome', et un seul hoix pour le ouple formé d'une proposition atomiquede Γ et d'une proposition atomique de ∆. On doit don trouver une substitution
σ telle que σ(P (f(X))) = σ(P (f(f(c)))), 'est-à-dire une substitution σ qui soitune solution de l'équation

P (f(X)) = P (f(f(c)))Cette équation s'appelle un problème d'uni�ation. Pour résoudre e problème,on proède de la manière suivante. Les solutions du problème
P (f(X)) = P (f(f(c)))sont les mêmes que elles du problème

f(X) = f(f(c))qui sont les mêmes que elles du problème
X = f(c)et e problème a une solution qui est la substitution f(c)/X .



166 6. La démonstration automatiqueDé�nition 6.6Un problème d'uni�ation est un système d'équations de la forme t = u. Unesolution d'un tel problème est une substitution σ telle que pour toute équation
t = u du problème, les termes σt et σu sont identiques.On résout les problèmes d'uni�ation en utilisant l'algorithme d'uni�ationde Robinson, qui rappelle, par ertains aspets, l'algorithme du pivot de Gauss.Dé�nition 6.7 (L'algorithme d'uni�ation de Robinson)On hoisit une équation dans le système.� Si ette équation a la forme f(t1, . . . , tn) = f(u1, . . . , un) où f est un sym-bole de prédiat, un symbole de fontion ou une variable, on la remplaepar les équations t1 = u1, . . . , tn = un et on résout le système obtenu.� Si ette équation a la forme f(t1, . . . , tn) = g(u1, . . . , um) où f et g sontdes symboles di�érents, on éhoue.� Si ette équation a la forme X = X , on la supprime du système et onrésout le système obtenu.� Si ette équation a la forme X = t ou t = X , où X apparaît dans t et estdistint de t, on éhoue.� Si ette équation a la forme X = t ou t = X et que X n'apparaît pas dans

t, on substitue X par t dans le reste du système, on résout le systèmeobtenu, e qui donne une substitution σ et on retourne la substitution
σ ∪ {σt/X}.La seule subtilité est dans le quatrième as : une équation de la forme

X = f(X), par exemple, ne peut pas avoir de solution. Si elle en avait une, parexemple le terme u, elui-i devrait être égal au terme f(u) et don le nombrede symboles de e terme devrait véri�er l'équation n = n + 1. Ce test s'appellele test d'ourrene, il est essentiel pour assurer la terminaison de l'algorithmed'uni�ation. En e�et, dans le inquième as, la terminaison est assurée parle fait que la variable X disparaît quand on substitue X par t et don quel'algorithme est réursivement appelé sur un système qui omporte moins devariables. Cet algorithme d'uni�ation termine don toujours. Il éhoue si lesystème d'équations n'a pas de solution et il retourne une solution si le systèmeen a une.Il se peut qu'un problème d'uni�ation ait plusieurs solutions. Par exemple,l'équation X = f(Y ) a, entre autres substitutions, les solutions
f(c)/X, c/Y
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f(f(c))/X, f(c)/Y

f(Z)/X, Z/Y

f(Y )/XUne solution σ est dite prinipale si pour haque solution τ il existe une sub-stitution η telle que τ = η ◦ σ. Par exemple, les deux dernières substitutionsi-avant sont prinipales, mais pas les deux premières. On peut démontrer qu'unproblème d'uni�ation qui a une solution a toujours une solution prinipale, etque la solution alulée par l'algorithme d'uni�ation est prinipale.On peut également démontrer que si σ est une solution prinipale d'unproblème d'uni�ation et τ une solution quelonque, alors l'ensemble des va-riables ordinaires de τX est inlus dans elui des variables ordinaires de σX .Pour déider s'il existe une solution τ d'un problème d'uni�ation qui véri�edes ontraintes d'ourrene de la forme � x n'apparaît pas dans τY �, il su�tdon d'observer si la solution prinipale σ, alulée par l'algorithme d'uni�a-tion, véri�e es ontraintes.Ainsi, on peut déider de l'existene d'une substitution qui parfait unshéma de démonstration. Ce qui montre que l'ensemble des séquents, qui ontune démonstration de hauteur inférieure à h, dans le alul des séquents sansoupures, est déidable.Il y a également de nombreuses manières de restreindre le hoix de la pro-position et le hoix de la règle, on donne quelques exemples à l'exerie 6.4.Dé�nition 6.8Une proposition prénexe est une proposition de la forme Q1x1 . . .Qnxn C où
Q1, . . . ,Qn sont des quanti�ateurs, ∀ ou ∃, et C est une proposition sansquanti�ateurs. Une proposition existentielle est une proposition de la forme
∃x1 . . . ∃xn C où C est une proposition sans quanti�ateurs. Une propositionuniverselle est une proposition de la forme ∀x1 . . . ∀xn C où C est une propo-sition sans quanti�ateurs.Une proposition sans quanti�ateurs est une proposition normale onjon-tive si elle est de la forme ⊤ ou C1 ∧ (. . . ∧ Cn) où haque proposition Ci estde la forme ⊥ ou D1 ∨ (. . . ∨ Dm) où haque Di est une proposition atomiqueou la négation d'une proposition atomique.Exerie 6.2 (Transformer le séquent : les quanti�ateurs)Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 1.5.1. Montrer que si le séquent ⊢ A ⇔ A′ est démontrable alors le séquent

Γ, A ⊢ ∆ est démontrable si et seulement si le séquent Γ, A′ ⊢ ∆ est



168 6. La démonstration automatiquedémontrable et le séquent Γ ⊢ A, ∆ est démontrable si et seulement si leséquent Γ ⊢ A′, ∆ est démontrable.2. Montrer que, si x n'est pas une variable libre de B, les propositions
((∀x A) ∧ B) ⇔ ∀x (A ∧ B), (B ∧ (∀x A)) ⇔ ∀x (B ∧ A), ((∃x A) ∧ B) ⇔

∃x (A ∧ B), (B ∧ (∃x A)) ⇔ ∃x (B ∧ A), ((∀x A) ∨ B) ⇔ ∀x (A ∨ B),
(B ∨ (∀x A)) ⇔ ∀x (B ∨ A), ((∃x A) ∨ B) ⇔ ∃x (A ∨ B), (B ∨ (∃x A)) ⇔

∃x (B ∨A), ((∀x A) ⇒ B) ⇔ ∃x (A ⇒ B), (B ⇒ (∀x A)) ⇔ ∀x (B ⇒ A),
((∃x A) ⇒ B) ⇔ ∀x (A ⇒ B), (B ⇒ (∃x A)) ⇔ ∃x (B ⇒ A),
(¬(∀x A)) ⇔ ∃x ¬A et (¬(∃x A)) ⇔ ∀x ¬A sont démontrables.Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition prénexe
A′, telle que la proposition A ⇔ A′ soit démontrable.Montrer que le séquent ⊢ A est démontrable si et seulement si le séquent
⊢ A′ est démontrable.3. On rappelle que, d'après la proposition 1.7, le séquent ⊢ A est démontrablesi et seulement si le séquent ⊢ ¬¬A est démontrable.Montrer que le séquent ⊢ A est démontrable si et seulement si le séquent
¬A ⊢ est démontrable.Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition prénexe
A′, telle que le séquent A′ ⊢ soit démontrable si et seulement si le séquent
⊢ A est démontrable.4. Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition universelle
A′, telle que le séquent A′ ⊢ soit démontrable si et seulement si le séquent
⊢ A est démontrable. Indie : utiliser le théorème de Skolem 2.3.Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition existen-tielle A′, telle que le séquent ⊢ A′ soit démontrable si et seulement si leséquent ⊢ A est démontrable.Exerie 6.3 (Transformer le séquent : les onneteurs)Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 6.2.1. Montrer que les propositions (A ⇒ B) ⇔ (¬A∨B), (¬⊤) ⇔ ⊥, (¬⊥) ⇔ ⊤,
(¬(A∧B)) ⇔ ((¬A)∨ (¬B)), (¬(A∨B)) ⇔ ((¬A)∧ (¬B)) et (¬¬A) ⇔ Asont démontrables.Montrer que, pour toute proposition sans quanti�ateurs A, il existe uneproposition A′ sans quanti�ateurs, qui ne ontient pas le symbole ⇒ etdans laquelle la négation n'est appliquée qu'à des propositions atomiques,telle que la proposition A ⇔ A′ soit démontrable.2. Montrer que les propositions ((A∧B)∧C) ⇔ (A∧(B∧C)), ((A∨B)∨C) ⇔

(A ∨ (B ∨ C)), (A ∨ (B ∧ C)) ⇔ (A ∨ B) ∧ (A ∨ C), ((A ∧ B) ∨ C) ⇔
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(A∨C)∧(B∨C), (⊤∨A) ⇔ ⊤, (A∨⊤) ⇔ ⊤, (⊥∨A) ⇔ A et (A∨⊥) ⇔ Asont démontrables.Montrer que, pour toute proposition sans quanti�ateurs A, il existe uneproposition normale onjontive A′, telle que la proposition A ⇔ A′ soitdémontrable.3. Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition universelle
A′ de la forme ∀x1 . . .∀xn C, où C est une proposition normale onjontivetelle que le séquent A′ ⊢ soit démontrable si et seulement si le séquent ⊢ Aest démontrable.Montrer que la proposition (∀x (A ∧ B)) ⇔ ((∀x A) ∧ (∀x B)) est démon-trable. Montrer que le séquent Γ, A∧B ⊢ ∆ est démontrable si et seulementsi le séquent Γ, A, B ⊢ ∆ est démontrable.Montrer que, pour toute proposition A, il existe des propositions C1, . . . , Cpde la forme ⊥ ou ∀x1 . . . ∀xn (D1 ∨ (. . . ∨ Dm)), où haque Di est uneproposition atomique ou la négation d'une proposition atomique, telles quele séquent ⊢ A soit démontrable si et seulement si le séquent C1, . . . , Cp ⊢est démontrable.Exerie 6.4Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 6.2.1. Montrer que l'on obtient un système équivalent au alul des séquents sansoupures si on restreint la règle ontration-gauhe aux propositions de laforme ∀x A et la règle ontration-droite aux propositions de la forme ∃x A.2. Montrer que la démonstration d'une proposition existentielle dans le aluldes séquents sans oupures n'utilise jamais les règles ∃-gauhe et ∀-droite.Montrer que dans le alul des séquents sans oupures, privé des règles
∃-gauhe et ∀-droite, le hoix de la proposition est indi�érent.3. Érire un programme de reherhe de démonstrations dans le alul desséquents.Exerie 6.5 (Le théorème de Herbrand)Soit A une proposition prénexe lose de la forme Q1x1 . . .Qnxn C. On ap-pelle instane lose de A, une proposition lose de la forme σC, où σ est unesubstitution de domaine x1, . . . , xn.Soient A1, . . . , An des propositions existentielles loses et Γ et ∆ des mul-tiensembles de propositions loses sans quanti�ateurs. Montrer que si le lan-gage ontient au moins une onstante, alors le séquent Γ ⊢ A1, . . . , An, ∆ estdémontrable dans le alul des séquents sans oupures si et seulement s'il existe



170 6. La démonstration automatiquedes instanes loses A1
1, . . . , A

p1

1 de A1, . . . , A1
n, . . . , Apn

n de An, telles que leséquent sans quanti�ateurs Γ ⊢ A1
1, . . . , A

p1

1 , . . . , A1
n, . . . , Apn

n , ∆ soit démon-trable dans le alul des séquents sans oupures.Soient A1, . . . , An des propositions existentielles loses. Montrer que si lelangage ontient au moins une onstante, alors le séquent ⊢ A1, . . . , An estdémontrable dans le alul des séquents sans oupures si et seulement s'il existedes instanes loses A1
1, . . . , A

p1

1 de A1, . . . , A1
n, . . . , Apn

n de An, telles que leséquent sans quanti�ateurs ⊢ A1
1, . . . , A

p1

1 , . . . , A1
n, . . . , Apn

n soit démontrabledans le alul des séquents sans oupures.Soient A1, . . . , An des propositions universelles loses. Montrer, de même,que si le langage ontient au moins une onstante, le séquent A1, . . . , An ⊢ estdémontrable dans le alul des séquents sans oupures si et seulement s'il existedes instanes loses A1
1, . . . , A

p1

1 de A1, . . . , A1
n, . . . , Apn

n de An, telles que leséquent sans quanti�ateurs A1
1, . . . , A

p1

1 , . . . , A1
n, . . . , Apn

n ⊢ soit démontrabledans le alul des séquents sans oupures.Exerie 6.6 (La résolution)Cet exerie demande d'avoir fait les exeries 6.2, 6.3 et 6.5.Une lause est un ensemble �ni de propositions, dans lequel haque propo-sition est une proposition atomique ou la négation d'une proposition atomique.Si C = {A1, . . . , An} est une lause, on érit ∀C la proposition ∀x1 . . . ∀xp

(A1 ∨ . . .∨An), où x1, . . . , xp sont les variables libres de A1, . . . , An et ∀∅ = ⊥par onvention.Soit E un ensemble de lauses, on onsidère l'ensemble de lauses G indu-tivement dé�ni par les trois règles suivantes� si C appartient à E, alors C appartient à G,� C appartient à G, alors (t/x)C appartient à G,� si C1 ∪ {A} et C2 ∪ {¬A} appartiennent à G, alors C1 ∪ C2 appartient à
G.On érit E ; C pour exprimer que la lause C appartient à l'ensemble G.1. Soit E l'ensemble formé des quatre lauses

P (a, b)

P (b, c)

¬P (x, y),¬P (y, z), G(x, z)

¬G(a, c)Donner une dérivation de E ; ∅.



6.2 La reherhe de démonstrations dans le alul des séquents sans oupures 1712. Montrer que pour toute proposition A, il existe un ensemble de lauses
C1, . . . , Cn, tel que le séquent ⊢ A soit démontrable si et seulement si leséquent ∀C1, . . . ,∀Cn ⊢ est démontrable. Quel est l'ensemble de lausesassoié à la proposition suivante ?

(P (a, b) ∧ P (b, c) ∧ ∀x∀y∀z ((P (x, y) ∧ P (y, z)) ⇒ G(x, z))) ⇒ G(a, c)3. On veut montrer que si C1, . . . , Cn ; ∅, alors le séquent ∀C1, . . . ,∀Cn ⊢est démontrable. On montre plus généralement que si C1, . . . , Cn ; D,alors le séquent ∀C1, . . . ,∀Cn ⊢ ∀D est démontrable.Montrer que si D = (t/x)C, alors le séquent ∀C ⊢ ∀D est démontrable.Montrer que si C1 = C′
1 ∪ {A} et C2 = C′

2 ∪ {¬A} et D = C′
1 ∪ C′

2, alorsle séquent ∀C1, ∀C2 ⊢ ∀D est démontrable.Soit C1, . . . , Cn un ensemble de lauses, montrer que si C1, . . . , Cn ; D,alors le séquent ∀C1, . . . ,∀Cn ⊢ ∀D est démontrable.Montrer que si le séquent Γ ⊢ ⊥ est démontrable, alors le séquent Γ ⊢ l'estaussi.Montrer que si C1, . . . , Cn ; ∅, alors le séquent ∀C1, . . . ,∀Cn ⊢ est dé-montrable.4. On veut maintenant montrer la réiproque, 'est-à-dire que si le séquent
∀C1, . . . ,∀Cn ⊢ est démontrable, alors C1, . . . , Cn ; ∅.Soit E un ensemble de lauses et C et D deux lauses. Montrer que si
E ; C et E ∪ {C} ; D, alors E ; D.Soit D est une lause lose, E = {C1, . . . , Cn} et E′ = {C′

1, . . . , C
′
n} deuxensembles de lauses loses, tels que pour tout i, C′

i est ou bien la lause
Ci ou bien la lause Ci ∪ D et C une lause lose. Montrer que si E ; C,alors ou bien E′

; C ou bien E′
; C ∪ D. Montrer que si E ; ∅, alorsou bien E′

; ∅ ou bien E′
; D. Montrer que si C et C′ sont deux lausesloses et E ∪ {C} ; ∅ et E ∪ {C′} ; ∅, alors E, (C ∪ C′) ; ∅.Soient C1, . . . , Cn des lauses loses et P1, . . . , Pm des propositions ato-miques loses. Montrer que si le séquent ∀C1, . . . ,∀Cn ⊢ P1, . . . , Pm estdémontrable, alors C1, . . . , Cn,¬P1, . . . ,¬Pm ; ∅. Montrer que si le sé-quent ∀C1, . . . ,∀Cn ⊢ est démontrable, alors C1, . . . , Cn ; ∅.Soient C1, . . . , Cn des lauses quelonques. Montrer que si le séquent

∀C1, . . . ,∀Cn ⊢ est démontrable, alors C1, . . . , Cn ; ∅. Indie : utiliserle théorème de Herbrand.Soient C1, . . . , Cn des lauses quelonques. Montrer que le séquent
∀C1, . . . ,∀Cn ⊢ est démontrable si et seulement si C1, . . . , Cn ; ∅.5. Les trois règles i-avant ne peuvent pas enore être utilisées omme un algo-rithme de reherhe de démonstrations, ar la deuxième demande de hoisir



172 6. La démonstration automatiqueun terme dans un ensemble in�ni. On introduit don un autre ensemble derègles appelé règles de résolution.Soit E un ensemble de lauses, on onsidère l'ensemble de lauses G indu-tivement dé�ni par les deux règles suivantes� si C appartient à E, alors C appartient à G,� si C ∪ {A1, . . . , An} et C′ ∪ {¬B1, . . . ,¬Bm} sont deux lauses de Gdans lesquelles on a renommé les variables de manière à e qu'elles nepartagent pas de variables, et σ est une solution prinipale du problèmed'uni�ation A1 = . . . = An = B1 = . . . = Bm, alors la lause σ(C ∪ C′)appartient à G.On érit E →֒ C pour exprimer que C appartient à l'ensemble G.Soit E l'ensemble de lause de la question (1.). Donner une dérivation de
E →֒ ∅.Soit E l'ensemble de lauses. Montrer que si E →֒ D, alorsE ; D. Montrerque si E →֒ ∅, alors E ; ∅.Montrer que s'il existe un ensemble E′ ontenant des lauses de la forme
σC, où C est une lause de E et σ une substitution, tel que E′

; D′, alorsil existe une lause D et une substitution τ telle que E →֒ D et D′ = τD.Montrer que si E ; ∅, alors E →֒ ∅.Soit E un ensemble de lauses. Montrer que E ; ∅ si et seulement si
E →֒ ∅.Soit A une proposition et C1, . . . , Cn un ensemble de lauses, tel que le sé-quent ⊢ A soit démontrable si et seulement si le séquent ∀C1, . . . ,∀Cn ⊢ estdémontrable. Montrer que le séquent ⊢ A est démontrable si et seulementsi C1, . . . , Cn →֒ ∅.6. Érire un programme de reherhe de démonstrations utilisant la résolution.



7Des théories déidables

Nous avons vu, au hapitre 5, que la logique des prédiats était indéidablemais, d'une part, qu'elle était semi-déidable et, d'autre part, qu'en ajoutantdes axiomes, on rendait parfois la démontrabilité déidable. La semi-déidabiliténous a mené, au hapitre 6, à développer des algorithmes de reherhe de dé-monstrations, qui ne terminent pas quand la proposition dont on reherhe unedémonstration n'est pas démontrable. Nous allons voir, dans e hapitre, unexemple d'algorithme qui permet de déider la démontrabilité dans une théoriepartiulière.Diverses méthodes peuvent être employées pour déider la démontrabilitédans une théorie. L'une d'elle onsiste à montrer que si une proposition n'estpas démontrable dans ette théorie, alors il existe un modèle �ni de la théoriedans laquelle ette proposition n'est pas valide. Ainsi, en énumérant d'unepart les démonstrations, d'autre part les modèles �nis, on �nit par trouver unedémonstration dans le as où la proposition est démontrable et un modèle dansle as où elle ne l'est pas.Une autre méthode, la méthode d'élimination des quanti�ateurs, onsisteà montrer, d'une part, que la démontrabilité d'une proposition lose sans quan-ti�ateurs peut se déterminer par une simple analyse de ette proposition et,d'autre part, que toute proposition lose peut se transformer en une propo-sition lose sans quanti�ateurs qui lui est équivalente. Nous utilisons etteméthode pour démontrer la déidabilité de l'ensemble des propositions du lan-gage 0, 1, +,−,≤ valides dans Z. Cet ensemble étant déidable, on peut poserhaun de ses éléments en axiome. On obtient ainsi une théorie ohérente,omplète et déidable.



174 7. Des théories déidablesPour démontrer e théorème, on doit étendre le langage i-avant en ajoutantpour haque entier naturel n non nul, un prédiat unaire Multn, qui aratériseles multiples de n.Dé�nition 7.1Soit L le langage onstitué des onstantes 0 et 1, des symboles de fontionbinaire + et −, d'un symbole de prédiat binaire ≤ et, pour haque entiernaturel non nul n, d'un symbole de prédiat unaire Multn.Si n est un entier positif, on érit n l'entier 1+1+ . . .+1 ave n ourrenesdu symbole 1 et si n est négatif, on érit n l'entier 0 − 1 − 1 − . . .− 1 ave −nourrenes du symbole 1. De même, on érit 1.x le terme x, 2.x le terme x+x,
3.x le terme x + x + x, . . . , (−1).x le terme 0 − x, (−2).x le terme 0 − x − x,. . . et 0.x le terme 0.Dé�nition 7.2 (Le modèle Z)Le modèle Z est formé de l'ensemble Z, des entiers 0 et 1, de l'addition et de lasoustration de Z de la relation d'ordre sur Z et, pour tout entier naturel nonnul n, de la fontion aratéristique de l'ensemble des multiples de n.Commençons par un exemple. Soit A la proposition 1 ≤ 3.x ∧ x ≤ 7 − x,qui ontient une unique variable libre x. On veut déider si la proposition ∃x Aest valide ou non dans Z. Pour ela, dans haque inéquation, on ommenepar rassembler les x d'un �té du signe ≤ et les autres termes de l'autre. Puison multiplie la première inéquation par 2 et la seonde par 3 de manière àobtenir le même oe�ient pour x dans toutes les inéquations. On obtientalors la proposition équivalente ∃x (2 ≤ 6.x ∧ 6.x ≤ 21). On fait alors unhangement de variable, qui donne la proposition équivalente à ∃x′ (2 ≤ x′ ∧

x′ ≤ 21 ∧ Mult6(x′)). On doit don déider de l'existene d'un multiple de 6dans l'intervalle des nombres ompris entre 2 et 21 et la réponse est positive.Si, maintenant, la proposition A ontient d'autres variables que x, on neveut plus simplement déider si la proposition ∃x A, qui ontient des variableslibres, est valide ou non, mais on veut la transformer en une proposition équi-valente, sans quanti�ateurs et qui ontient es mêmes variables. Considérons,par exemple, la proposition 1 ≤ 3.x∧x ≤ y−x. On ommene, omme i-avant,par rassembler les x d'un �té du signe ≤ et les autres termes de l'autre puison multiplie haque inégalité de manière à obtenir le même oe�ient pour xdans haque inéquation et on e�etue un hangement de variable. On obtient



7. Des théories déidables 175la proposition, équivalente à ∃x A, suivante ∃x′ (2 ≤ x′ ∧x′ ≤ 3.y∧Mult6(x′)).Appelons A′ la proposition 2 ≤ x′ ∧ x′ ≤ 3.y ∧Mult6(x′).Fixons une valeur q pour y et supposons qu'il existe un entier p qui véri�eette proposition. Deux as peuvent alors se produire. Ou bien, tous les nombressupérieurs à p et ongrus à p modulo 6 la véri�ent également, ou bien, ommedans et exemple, e n'est pas le as. Dans e as, il existe un entier p′ quivéri�e la proposition et tel que p′ + 6 ne la véri�e pas. Cela signi�e qu'il existeune inéquation, ii x′ ≤ 3.y, qui a hangé d'avis entre p′ et p′ + 6. Don
p′ ≤ 3.q < p′ + 6. Il existe don un entier j ompris entre 0 et 5 tel que
3.q = p′ + j et don p′ = 3.q − j véri�e la proposition i-avant. Autrement dit,la proposition A′ dans laquelle on substitue y par q et x′ par 3.q − j pour unertain j ompris entre 0 et 5 est valide dans Z.Soit B la proposition sans quanti�ateurs (3.y/x′)A′ ∨ ((3.y − 1)/x′)A′ ∨

((3.y−2)/x′)A′∨((3.y−3)/x′)A′∨((3.y−4)/x′)A′∨((3.y−5)/x′)A′. La propo-sition B, dans laquelle on substitue y par q est valide dans Z. Réiproquement,si ette proposition est valide dans Z, alors ∃x′ A′ est également valide.La proposition i-après généralise ette onstrution.Proposition 7.1Soit A une proposition sans quanti�ateurs dans le langage L, il existe uneproposition B sans quanti�ateurs telle que la proposition (∃x A) ⇔ B soitvalide dans le modèle Z.Démonstration. On ommene par supprimer dans A les impliations en rem-plaçant les propositions de la forme C ⇒ D par la proposition équivalente
¬C∨D. On supprime ensuite les négations en remplaçant les propositions de laforme ¬⊤ par⊥, ¬⊥ par⊤, ¬(C∧D) par ¬C∨¬D, ¬(C∨D) par ¬C∧¬D, ¬¬Cpar C, ¬ t ≤ u par u+1 ≤ t et ¬Multn(t) parMultn(t+1)∨. . .∨Multn(t+n−1)jusqu'à la disparition omplète du symbole ¬. On obtient alors une propositionformée ave les onneteurs ⊤, ⊥, ∧, ∨ à partir de propositions atomiques dela forme t ≤ u ou Multn(t).On rassemble ensuite, dans haque inéquation, les x d'un �té du signe ≤ etles autres termes de l'autre. Puis on remplae haque proposition de la forme
t ≤ u par la proposition équivalente k.t ≤ k.u pour un entier k stritementpositif et haque proposition de la forme Multn(t) par Multkn(k.t) de manièreà obtenir le même oe�ient s pour x dans toutes les propositions atomiques.On remplae ensuite tous les termes de la forme s.x par une variable x′ et onajoute la proposition atomique Mults(x′). On obtient alors une proposition,équivalente à la proposition ∃x A de la forme ∃x′ A′ où A′ est formée ave lesonneteurs ⊤, ⊥, ∧, ∨ à partir de propositions atomiques de la forme x′ ≤ t,
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t ≤ x′, 0 ≤ t, Multn(x′ + t) et Multn(t) où t est un terme qui ne ontient pas lavariable x′.Soit r un multiple ommun de tous les entiers n tels que la propositionatomique Multn(x′ + t) apparaisse dans A′.Si on �xe la valeur des variables distintes de x′, la valeur de vérité d'unetelle proposition est une fontion de la valeur assoiée à x′ qui est périodiquede période r à partir d'un ertain rang. En e�et, au-delà d'une ertaine valeur,les propositions de la forme x′ ≤ t sont toujours fausses et elles de la forme
t ≤ x′ toujours vraies, seules elles de la formeMultn(x′+ t) hangent de valeurselon une période r.Soit E l'ensemble de tous les termes t tels que la proposition atomique x′ ≤ tapparaisse dans A′. Soit A′′ la proposition obtenue en remplaçant dans A′ lespropositions de la forme x′ ≤ t par ⊥ et les propositions de la forme t ≤ x′ par
⊤ et soit B la disjontion de toutes les propositions de la forme� (i/x′)A′′ où i est un entier ompris entre 0 et r − 1,� ((t − j)/x′)A′ où t est un terme de E et j un entier ompris entre 0 et

r − 1.Montrons que la proposition (∃x′ A′) ⇔ B est valide dans Z.Soient y1, . . . , yn les variables de A′ distintes de x′. On érit A′[p, q1, . . . , qn]la proposition (p/x′, q1/y1, . . . , qn/yn)A′, A′′[p, q1, . . . , qn] la proposition
(p/x′, q1/y1, . . . , qn/yn)A′′ et B[q1, . . . , qn] la proposition (q1/y1, . . . , qn/yn)B.On veut montrer que pour tout q1, . . . , qn, il existe un entier p tel que
A′[p, q1, . . . , qn] soit valide si et seulement si B[q1, . . . , qn] est valide.Supposons qu'il existe un entier p tel que A′[p, q1, . . . , qn] soit valide, danse as, ou bien, pour tout v, A′[p + vr, q1, . . . , qn] est valide, ou bien non.Dans le premier as, il existe des entiers p′ arbitrairement grands tels que
A′[p′, q1, . . . , qn] soit valide, et pour p′ su�samment grand A′[p′, q1, . . . , qn] estéquivalent àA′′[p′, q1, . . . , qn]. Il existe don un entier p′ tel queA′′[p′, q1, . . . , qn]soit valide. Or, pour tout p, A′′[p, q1, . . . , qn] est équivalent àA′′[p−r, q1, . . . , qn].Il existe don un entier i ompris entre 0 et r − 1 tel que A′′[i, q1, . . . , qn] soitvalide. La proposition B[q1, . . . , qn] est don valide.Dans le seond as, il existe un entier p′ tel que A′[p′, q1, . . . , qn] soit valide,mais pas A′[p′ + r, q1, . . . , qn]. Il existe don une proposition atomique de laforme x′ ≤ t qui est véri�ée en p′ mais pas en p′ + r. Érivons t[q1, . . . , qn] leterme (q1/y1, . . . , qn/yn)t. On a p′ ≤ t[q1, . . . , qn], mais t[q1, . . . , qn] < p′ + r, ilexiste don un entier j ompris entre 0 et r − 1 tel que p′ = t[q1, . . . , qn] − j.La proposition B[q1, . . . , qn] est don valide.Réiproquement, si B[q1, . . . , qn] est valide, alors, ou bien il existe un entier
i tel que A′′[i, q1, . . . , qn] soit valide ou bien il existe un élément t de E et unentier j tels que A′[t[q1, . . . , qm]− j, q1, . . . , qn] soit valide. Dans e seond as,il existe un entier p tel que A′[p, q1, . . . , qn] soit valide. Dans le premier, omme



7. Des théories déidables 177pour tout p, tel que A′′[p, q1, . . . , qn] est équivalent à A′′[p + r, q1, . . . , qn], ilexiste des entiers p arbitrairement grands tels que A′′[p, q1, . . . , qn] soit valide,et pour p assez grand A′′[p, q1, . . . , qn] est équivalent à A′[p, q1, . . . , qn]. Il existedon un entier p tel que A′[p, q1, . . . , qn] soit valide.Proposition 7.2Soit A une proposition du langage L, alors il existe une proposition B sansquanti�ateurs telle que A ⇔ B soit valide dans Z.Démonstration. On remplae les propositions de la forme ∀x C par la proposi-tion équivalente ¬∃x¬C et on onlut ave une démonstration par réurrenesur la struture de la proposition ainsi obtenue, en utilisant la proposition 7.1dans le as du quanti�ateur existentiel.Théorème 7.1L'ensemble des propositions formées dans le langage 0, 1, +,−,≤ et valide dans
Z est déidable.Démonstration. La validité des propositions loses et sans quanti�ateurs estévidemment déidable, elle des propositions quelonques s'en déduit par laproposition 7.2.On peut en déduire un résultat similaire pour les entiers naturels.Théorème 7.2 (Presburger)L'ensemble des propositions formées dans le langage 0, S, +, = et valide dans
N est déidable.Démonstration. À haque proposition A du langage 0, S, +, = on assoie uneproposition |A| du langage 0, 1, +,−,≤ telle que pour toute proposition lose
A, A est valide dans N si et seulement si |A| est valide dans Z.� |0| = 0, |x| = x, |S(t)| = |t| + 1, |t + u| = |t| + |u|,� |t = u| = |t| ≤ |u| ∧ |u| ≤ |t|,� |⊤| = ⊤, |⊥| = ⊥, |¬A| = ¬|A|, |A ∧ B| = |A| ∧ |B|, |A ∨ B| = |A| ∨ |B|,

|A ⇒ B| = |A| ⇒ |B|,� |∀x A| = ∀x (0 ≤ x ⇒ |A|), |∃x A| = ∃x (0 ≤ x ∧ |A|).





8La onstrutivité

Si un ensemble ontient l'entier 0, mais pas l'entier 2, on peut montrer qu'ilexiste un entier qui appartient à et ensemble, mais dont le suesseur ne luiappartient pas : il faut bien, en e�et, qu'à un moment ou a un autre, la suitedes entiers sorte de l'ensemble. On peut même montrer que e nombre est égalou bien à 0 ou bien à 1. Mais, on ne peut pas montrer que e nombre est égal à
0 ni qu'il est égal à 1, ar il faudrait pour ela savoir si le nombre 1 appartientà l'ensemble ou non.En logique des prédiats ela se traduit par le fait que le séquent

Γ ⊢ ∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))où Γ = P (0),¬P (2) est démontrable
Γ ⊢ P (1) ∨ ¬P (1)

. . .

Γ, P (1) ⊢ P (1) ∧ ¬P (2)

Γ, P (1) ⊢ ∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))

. . .

Γ,¬P (1) ⊢ P (0) ∧ ¬P (1)

Γ,¬P (1) ⊢ ∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))

Γ ⊢ ∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))En revanhe, pour haque terme t, le séquent P (0),¬P (2) ⊢ P (t) ∧ ¬P (S(t))n'est pas démontrable. En e�et, en prenant M = N, en interprétant 0 et S demanière évidente et P suessivement par la fontion aratéristique de la paire
{0, 1} et du singleton {0}, on obtient deux modèles dans lesquels le terme t ala même dénotation et qui réfutent le séquent i-avant, le premier dans le asoù la dénotation de t est nulle et le seond dans le as où elle est non nulle.Dé�nition 8.1 (La propriété du témoin)On dit qu'un ensemble de propositions a la propriété du témoin si haque fois



180 8. La onstrutivitéqu'il ontient une proposition de la forme ∃x A, il ontient la proposition (t/x)Apour un ertain terme t.L'ensemble des propositions démontrables dans la théorie P (0),¬P (2) n'adon pas la propriété du témoin.On peut montrer, de même, que l'ensemble des propositions démontrablesdans la théorie vide n'a pas la propriété du témoin. Il su�t pour ela de onsi-dérer la proposition
∃x ((P (0) ∧ ¬P (2)) ⇒ (P (x) ∧ ¬P (S(x))))Exerie 8.1Montrer que la proposition ∃x (P (x) ∨ ¬P (S(x))) est démontrable, mais qu'iln'existe pas de terme t tel que P (t) ∨ ¬P (S(t)) soit démontrable.Dans la démonstration du séquent P (0),¬P (2) ⊢ ∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x))),l'utilisation du tiers exlu pour montrer la proposition P (1) ∨ ¬P (1) sembleessentielle. On peut don se demander si e séquent peut être démontré sansutiliser le tiers exlu. Comme nous allons le voir, e n'est pas le as, ar l'en-semble des propositions démontrables en logique des prédiats sans utiliser letiers exlu a la propriété du témoin.Dé�nition 8.2 (Démonstration onstrutive)Une démonstration en dédution naturelle est onstrutive si elle n'utilise pasla règle tiers exlu. Une démonstration dans le système D′ est onstrutive sielle ne ontient que des séquents de la forme Γ ⊢ ∆ où ∆ est un singleton. Unedémonstration en alul des séquents est onstrutive si elle ne ontient que desséquents de la forme Γ ⊢ ∆ où ∆ est un singleton ou le multiensemble vide.En alul des séquents, on supprime la règle ontration-droite et on modi�equelques règles : la règle ∨-droite est remplaée par les deux règles

Γ ⊢ A
∨-droite

Γ ⊢ A ∨ B

Γ ⊢ B
∨-droite

Γ ⊢ A ∨ Bla règle ⇒-gauhe par
Γ ⊢ A Γ, B ⊢ C

⇒-gauhe
Γ, A ⇒ B ⊢ C



8. La onstrutivité 181la règle ¬-gauhe par
Γ ⊢ A

¬-gauhe
Γ,¬A ⊢ Bet la règle oupure par la règle

Γ ⊢ A Γ, A ⊢ B oupure
Γ ⊢ BOn peut démontrer, en s'inspirant des démonstrations du hapitre 6, qu'unséquent Γ ⊢ A a une démonstration onstrutive en dédution naturelle si etseulement s'il a une démonstration onstrutive en alul des séquents.De même on peut montrer qu'en alul des séquents, un séquent Γ ⊢ A a unedémonstration onstrutive si et seulement s'il a une démonstration onstru-tive et sans oupures.Proposition 8.1Si, en alul des séquents, un séquent ⊢ A a une démonstration sans oupures,alors la dernière règle de ette démonstration est une règle droite.Démonstration. Comme la partie gauhe du séquent est vide, ette règle nepeut pas être une règle gauhe, ni la règle axiome. Comme la démonstrationest sans oupures, e ne peut pas être la règle oupure. C'est don une règledroite.Proposition 8.2L'ensemble des propositions qui ont une démonstration onstrutive a la pro-priété du témoin.Démonstration. Si le séquent ⊢ ∃x A a une démonstration onstrutive dans lealul des séquents, il a aussi une démonstration onstrutive et sans oupures.La dernière règle de ette démonstration est une règle droite, et omme il n'ya pas de règle ontration-droite dans le alul des séquents onstrutif, 'estla règle ∃-droite. La démonstration a don la forme

π
⊢ (t/x)A

∃-droite
⊢ ∃x Aet la proposition (t/x)A a une démonstration onstrutive.Dans la démonstration i-avant, le fait que la partie gauhe du séquent soitvide est essentiel. Le théorème ne s'étend pas à une théorie quelonque. Par



182 8. La onstrutivitéexemple, l'ensemble des propositions qui ont une démonstration onstrutivedans la théorie ∃x P (x) n'a bien entendu pas la propriété du témoin. Toutefois,on peut montrer que e théorème s'étend à l'arithmétique et à ertaines versionsde la théorie des ensembles.Cette propriété du témoin permet d'utiliser les démonstrations onstrutivesomme des programmes. Par exemple, la proposition
∀x∃y (x = 2 × y ∨ x = 2 × y + 1)a une démonstration onstrutive π dans l'arithmétique. À partir de ette dé-monstration, il n'est pas di�ile d'en onstruire une de la proposition
∃y (25 = 2 × y ∨ 25 = 2 × y + 1)

π
Γ ⊢ ∀x∃y A[x, y]

axiome
Γ, ∃y A[25, y] ⊢ ∃y A[25, y]

∀-gauhe
Γ, ∀x∃y A[x, y] ⊢ ∃y A[25, y] oupure

Γ ⊢ ∃y A[25, y]où A est la proposition x = 2 × y ∨ x = 2 × y + 1 et où on note A[t, u] laproposition (t/x, u/y)A. En éliminant les oupures dans ette démonstration,on obtient un témoin : 12.La démonstration π est don un programme qui divise son entrée 25 par
2. Le méanisme d'exéution de e programme est l'élimination des oupures.Par onstrution, e programme est orret vis à vis de la spéi�ation

x = 2 × y ∨ x = 2 × y + 1Exerie 8.2On assoie un type à haque terme du lambda-alul. Les types sont les expres-sions loses d'un langage formé d'un ensemble in�ni de onstantes ρ0, ρ1, ρ2, . . .et d'un symbole binaire →. Un ontexte de typage est un ensemble �ni de dé-larations de la forme x : α où x est une variable et α un type, tel que si x : αet x : β appartiennent tous les deux à l'ensemble, alors α = β. Un jugementde typage est un triplet formé d'un ontexte de typage Γ , d'un terme t et d'untype α. Le jugement Γ ⊢ t : α exprime que le terme t a le type α dans leontexte Γ , par exemple le terme fun x → (f x x) a le type ρ0 → ρ0 dans leontexte f : ρ0 → ρ0 → ρ0. Les jugements dérivables sont indutivement dé�nispar les règles suivantes si x : α est un élément de Γ
Γ ⊢ x : α

Γ, x : α ⊢ t : β
Γ ⊢ (fun x → t) : α → β
Γ ⊢ t : α → β Γ ⊢ u : α

Γ ⊢ (t u) : β



8. La onstrutivité 1831. Donner un terme de type ρ0 → ρ1 → ρ0 dans le ontexte vide. Et un termede type ρ0 → ρ1 → ρ1.La logique propositionnelle minimale est le fragment de la logique des pré-diats formé des symboles de proposition P0, . . . , Pn et de l'impliation.2. Quelles sont les règles de la dédution naturelle que l'on peut utiliser pourdémontrer une proposition dans e fragment ? Donner une démonstrationde la proposition P0 ⇒ P1 ⇒ P0. Et de la proposition P0 ⇒ P1 ⇒ P1.On onsidère une appliation φ qui assoie un type du lambda-alul àhaque proposition de la logique propositionnelle minimale.
φPi = ρi

φ(A ⇒ B) = (φA) → (φB)3. Quelle est le type assoié à la proposition P0 ⇒ P1 ⇒ P0 ?4. Montrer qu'il existe une démonstration π du séquent A1, . . . , Ap ⊢ B siet seulement s'il existe un terme t de type φB dans le ontexte x1 :

φA1, . . . , xp : φAp.5. Soit Γ le ontexte A, A ⇒ B, B ⇒ C, C ⇒ D. Quel est le terme assoié àla démonstrationaxiome
Γ, B ⊢ C ⇒ D

axiome
Γ, B ⊢ B ⇒ C

axiome
Γ, B ⊢ B

⇒-élim
Γ, B ⊢ C

⇒-élim
Γ, B ⊢ D

⇒-intro
Γ ⊢ B ⇒ D

axiome
Γ ⊢ A ⇒ B

axiome
Γ ⊢ A

⇒-élim
Γ ⊢ B

⇒-élim
Γ ⊢ D? Ce terme termine-t-il ? Quelle est sa forme irrédutible ? Quelle est ladémonstration assoiée à ette forme irrédutible ?6. Quelle est la forme des démonstrations qui se traduisent sur un radial ?Quelle est la démonstration assoiée au terme obtenu en réduisant e radi-al ?Exerie 8.3Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 1.5.1. Soit A une proposition quelonque, donner une démonstration � non né-essairement onstrutive �, dans le alul des séquents, de la proposition

A ∨ ¬ADonner une démonstration onstrutive de la proposition
¬¬(A ∨ ¬A)On assoie à haque proposition A de la logique des prédiats une proposi-tion |A| dé�nie par réurrene sur la struture de A de la manière suivante



184 8. La onstrutivité� |P | = ¬¬P� |⊤| = ¬¬⊤� |⊥| = ¬¬⊥� |A ∧ B| = ¬¬(|A| ∧ |B|)� |A ∨ B| = ¬¬(|A| ∨ |B|)� |A ⇒ B| = ¬¬(|A| ⇒ |B|)� |¬A| = ¬¬¬|A|� |∀x A| = ¬¬∀x |A|� |∃x A| = ¬¬∃x |A|2. Quelle est la proposition |∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))| ?3. On assoie à haque proposition A de la logique des prédiats une propo-sition ‖A‖ similaire à |A|, sauf que l'on enlève une négation à la raine� ‖P‖ = ¬P� ‖⊤‖ = ¬⊤� ‖⊥‖ = ¬⊥� ‖A ∧ B‖ = ¬(|A| ∧ |B|)� ‖A ∨ B‖ = ¬(|A| ∨ |B|)� ‖A ⇒ B‖ = ¬(|A| ⇒ |B|)� ‖¬A‖ = ¬¬|A|� ‖∀x A‖ = ¬∀x |A|� ‖∃x A‖ = ¬∃x |A|Montrer que si le séquent Γ ⊢ ∆ a une démonstration � non néessaire-ment onstrutive �, dans le alul des séquents sans oupures, alors leséquent |Γ |‖∆‖ ⊢ a une démonstration sans oupures et onstrutive.4. Soit A une proposition. Montrer que si A a une démonstration � nonnéessairement onstrutive �, alors |A| a une démonstration onstrutive.5. Montrer que pour toute proposition B, la proposition B ⇔ ¬¬B a unedémonstration � non néessairement onstrutive. Montrer que la propo-sition A ⇔ |A| a une démonstration � non néessairement onstrutive.Montrer que si la proposition |A| a une démonstration onstrutive, alorsla proposition A a une démonstration � non néessairement onstrutive.Montrer que la proposition |A| a une démonstration onstrutive si etseulement si la proposition A a une démonstration � non néessairementonstrutive.6. Donner une démonstration onstrutive du séquent
|P (0)|, |¬P (2)| ⊢ |∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))|.7. Donner une démonstration onstrutive du séquent
P (0),¬P (2) ⊢ ¬¬∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x))).
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Dans e livre, nous avons exploré un ertain nombre de liens entre les notionsde démonstration et d'algorithme, à travers le théorème d'indéidabilité dela démontrabilité en logique des prédiats d'abord, puis à travers le résultatde déidabilité de la bonne formation d'une démonstration, qui a mené à unrésultat de semi-déidabilité de la démontrabilité en logique des prédiats, à desalgorithmes de véri�ation de démonstrations et de démonstration automatiqueet à travers des résultats de déidabilité pour des théories partiulières. En�n, lanotion de onstrutivité a mis en évidene un autre lien entre les démonstrationset les algorithmes, qui a mené à une méthode, parmi d'autres, pour démontrerqu'un algorithme véri�e une spéi�ation.En hemin, nous avons déouvert les quatre grandes notions autour des-quelles la logique ontemporaine est organisée : les notions de démonstration,d'algorithme, de modèle et d'ensemble. Ces quatre notions dé�nissent les quatrebranhes de la logique : la théorie de la démonstration, la théorie de la alu-labilité, la théorie des modèles et la théorie des ensembles. Cette lassi�ation,pour utile qu'elle soit, ne doit ependant pas oulter le fait que toutes esnotions sont utilisées, à des degrés divers, dans haune de es branhes.Jusqu'à la �n du XIXe sièle, il n'existait qu'une notion rudimentaire dedémonstration, remontant à l'Antiquité, des notions informelles d'ensemble etd'algorithme et pas de notion de modèle. La logique s'est don entièrementrenouvelée quand es quatre notions ont été dégagées entre les années soixante-dix du XIXe sièle et les années trente du XXe sièle.Nous avons également abordé un ertain nombre d'appliations de la lo-gique : en mathématiques d'abord, ave des résultats d'indépendane et deohérene relative, mais aussi, de manière peut-être plus inattendue, ave desrésultats d'algèbre, pour lesquels il n'était pas a priori évident que des outilslogiques soient néessaires.Mais 'est surtout en informatique que la logique a trouvé un vaste hampd'appliations : en théorie des langages de programmation, ave la oneptionde langages fontionnels issus du lambda-alul et de langages logiques issus



186 8. La onstrutivitéd'algorithmes de démonstration automatique, en arhiteture où ertains ir-uits sont représentés par des propositions de la logique propositionnelle, enthéorie de la omplexité, ave, par exemple, la notion de mahine de Turingnon déterministe, en théorie des bases de données, ave la notion de langagede requête issue de la théorie des modèles �nis et en sûreté, ave la oneptiond'outils permettant de démontrer la orretion de iruits et de programmespar rapport à leur spéi�ation logique.Le r�le entral que joue la notion d'algorithme en logique pouvait erteslaisser espérer ertaines appliations en informatique, mais sans doute pas aupoint que nous onnaissons aujourd'hui. La logique semble, par ertains aspets,être à l'informatique e que le alul di�érentiel est à la physique.Et il n'est pas ertain que nous ayons aujourd'hui omplètement omprisles raisons de ette déraisonnable e�aité de la logique en informatique.
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