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Introduction

Plusieurs méthodes permettent de déterminer 'aire de ce segment de pa-
rabole. Une premiére consiste a le découper en une infinité de petits triangles,
puis & déterminer I'aire de chacun d’eux par une démonstration et a faire la
somme des aires obtenues. C’est grosso modo la méthode qu’Archiméde a em-
ployée pour démontrer que cette aire était égale a 4/3. Depuis le XVII® siécle,
toutefois, on peut utiliser une autre méthode, qui donne le méme résultat, et
qui consiste & déterminer la valeur de I'intégrale f_ll(l — 22)dx. Intégrer cette
fonction polynomiale ne demande pas de construire une démonstration, mais
simplement d’appliquer un algorithme.

Construire une démonstration, appliquer un algorithme, ces deux types de
méthodes coexistent depuis longtemps au sein des mathématiques, mais les
méthodes algorithmiques ont connu un nouvel essor depuis ’apparition des
ordinateurs, qui permettent de les utiliser & une toute autre échelle que par le
passé.

La coexistence de ces deux méthodes de résolution des problémes méne
a s'interroger sur leurs relations. Jusqu’'a quel point peut-on remplacer la
construction d'une démonstration par 'application d’un algorithme? Ce livre
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est consacré & un ensemble de résultats, tant négatifs que positifs, qui répondent
partiellement & cette question.

Pour parvenir & ces résultats, nous devrons commencer par définir précisé-
ment ces notions de démonstration, dans la premiére partie, et d’algorithme,
dans la deuxiéme. Définir la notion de démonstration permettra de comprendre
comment démontrer des théorémes d’indépendance, qui affirment qu’il n’existe
pas de démonstration pour résoudre certains problémes. Définir la notion d’al-
gorithme permettra de comprendre comment démontrer des théorémes d’in-
décidabilité, qui affirment qu’il n’existe pas d’algorithme pour résoudre cer-
tains problémes. Cela nous permettra aussi de comprendre que les algorithmes
peuvent se présenter sous de nombreuses formes : ensembles de régles de ré-
écriture, termes du lambda-calcul, machines de Turing, mais que cette diversité
masque une profonde unité : I'idée qu’'un calcul est une suite de petits pas.

La troisiéme partie aborde enfin les liens entre les notions de démonstration
et d’algorithme. Le résultat central de cette partie est le théoréme de Church,
qui montre que la démontrabilité dans la logique des prédicats est un probléme
indécidable, et dont un corollaire est le célébre théoréme de Godel. Ce résultat
négatif sera cependant nuancé par deux résultats positifs. Tout d’abord, s’il est
indécidable, ce probléme est semi-décidable, ce qui nous ménera a développer
des algorithmes de recherche de démonstrations. Ensuite, ajouter des axiomes
a la logique des prédicats permet, dans certains cas, de rendre la démontrabilité
décidable, ce qui nous ménera & développer des algorithmes de décision pour
des théories particuliéres.

Un dernier chapitre nous montrera un lien différent entre les démonstrations
et les algorithmes : certaines démonstrations, que 'on appelle constructives,
peuvent étre utilisées comme des algorithmes.

Au fil des pages, se révélera donc la richesse des liens entre ces notions de
démonstration et d’algorithme, mais aussi la complexité qui se cache derriére
I’apparente évidence de la notion de vérité.



Premiére partie

Les démonstrations
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La logique des prédicats

Quelles sont les conditions que doit vérifier une proposition pour étre vraie ?
Une réponse possible, qui définit un certain type de vérité, est qu'une proposi-
tion est vraie quand elle est démontrable. Dans ce chapitre, nous allons détailler
cette réponse en donnant une définition de cette notion de démontrabilité. Pour
cela, nous allons définir, dans un premier temps, 'ensemble des propositions,
puis, dans un second temps, celui des théorémes, ou propositions démontrables,
qui en constitue un sous-ensemble.

Ces deux définitions sont des définitions d’ensembles. Commencons donc
par nous interroger sur les outils qui permettent de définir des ensembles.

1.1 Les définitions inductives

L’outil le plus simple pour définir un ensemble est la notion de définition
explicite. On peut, par exemple, définir explicitement I’ensemble des nombres
pairs : {n € N | 3p € N n = 2 x p}. Cependant, ces définitions explicites ne
suffisent pas & définir tous les ensembles dont on a besoin. Un deuxiéme outil
utile pour définir des ensembles est la notion de définition inductive. Cet outil
s’appuie sur un théoréme simple : le théoréme du point fixe.
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1.1.1 Le théoréme du point fixe

Définition 1.1 (Limite)

Soit < une relation d’ordre, c’est-a-dire une relation réflexive, antisymétrique
et transitive, sur un ensemble E et ug,u1,us,... une suite croissante, c’est-a-
dire telle que vy < u; < ug < ... L’élément [ de E est appelé limite de la
suite ug, u1,ug, ... si c’est la borne supérieure de 'ensemble {ug, u1,us, ...},
c’est-a-dire si c’est un majorant de cet ensemble

— pour tout 7, u; <
et si c’est le plus petit

si pour tout 7, u; <1, alors [ < I'.

Si elle existe, la limite d’une suite (u;); est unique et on la note lim; u;.

Définition 1.2 (Relation d’ordre faiblement compléte)

La relation d’ordre < est dite faiblement compléte si toutes les suites croissantes
ont une limite.

La relation d’ordre ordinaire sur l'intervalle [0, 1] de la droite réelle est un
exemple de relation d’ordre faiblement compléte. De plus, cette relation a un
plus petit élément : 0. En revanche, la relation d’ordre ordinaire sur R* n’est
pas faiblement compléte car la suite croissante 0,1,2,3,... n’a pas de limite.

Soit A un ensemble quelconque, la relation d’inclusion C sur ’ensemble p(A)
des parties de A est un autre exemple de relation d’ordre faiblement, compléte.
La limite d'une suite croissante Uy, Uy, Ua, ... est 'ensemble | J;. U;. De plus,
cette relation a un plus petit élément : &.

Définition 1.3 (Fonction croissante)

Soit, < une relation d’ordre définie sur un ensemble E et f une fonction de F
dans E. La fonction f est croissante siz <y = fax < fy.

Définition 1.4 (Fonction continue)

Soit, < une relation d’ordre faiblement compléte définie sur un ensemble E et f
une fonction croissante de F dans E. La fonction f est continue si pour toute
suite croissante lim; (f u;) = f (lim; w;).
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Proposition 1.1 (Le premier théoréme du point fixe)

Soit < une relation d’ordre faiblement compléte sur un ensemble E qui a un
plus petit élément m. Soit f une fonction de F dans E. Si f est continue, alors
p = lim; (f* m) est le plus petit point fixe de f.

I S

Y

|

|
0 1
Démonstration. Tout d’abord, m étant le plus petit élément de E, m < fm.
La fonction f étant croissante, fim < f'Tlm. La suite f'm est croissante,
elle a donc bien une limite. La suite f**!'m a également p pour limite. Donc
p = lim; (f (ff m)) = f (lim; (f* m)) = f p. De plus, p est le plus petit
point fixe, car si ¢ est un point fixe, m < ¢ et, la fonction f étant croissante,
fim < fig = q. Donc p = lim; (f* m) < gq.

Le second théoréme du point fixe donne I’existence d’un point fixe pour les
fonctions croissantes, méme si elles ne sont pas continues, en supposant une
propriété un peu plus forte sur la relation d’ordre.

Définition 1.5 (Relation d’ordre fortement compléte)

Une relation d’ordre < sur un ensemble F est fortement compléte si tout sous-
ensemble A de E a une borne supérieure, sup A.

La relation d’ordre ordinaire sur I'intervalle [0, 1] de la droite réelle est un
exemple de relation d’ordre fortement compléte. La relation d’ordre ordinaire
sur RT n’est pas fortement compléte, car I'ensemble RT tout entier n’a pas de
borne supérieure.

Soit A un ensemble quelconque, la relation d’inclusion C sur ’ensemble p(A)
des parties de A est un autre exemple de relation d’ordre fortement compléte.
La borne supérieure d'un ensemble B est 'ensemble (.5 C.
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Exercice 1.1

Montrer que toute relation fortement compléte est faiblement compléte.
La relation d’ordre

b c

a

est-elle faiblement compléte 7 Est-elle fortement compléte ?

Proposition 1.2

Si la relation d’ordre < sur I’ensemble E est fortement compléte, alors tout
sous-ensemble A de E a une borne inférieure, inf A.

Démonstration. Soit A un sous-ensemble quelconque de F, soit B I’ensemble
{y € E|Vz € Ay <z} des minorants de A et [ la borne supérieure de B. Par
définition, [ est un majorant de I’ensemble B

-YyeBy<l
et c’est le plus petit

- (WeBy<l)=1I1<I.
Il n’est pas difficile de démontrer que [ est la borne inférieure de A. En effet,
si x est un élément de A, c’est un majorant de B et comme [ est le plus petit
de ces majorants, [ < z. Donc [ est un minorant de A. Pour montrer que c’est
le plus grand, il suffit de remarquer que si m est un minorant de A, c¢’est un
élément, de B et donc m < [.

La borne inférieure d’un sous-ensemble B de ’ensemble des parties d’un
ensemble A est, bien entendu, I'ensemble (.5 C.

Proposition 1.3 (Le second théoréme du point fixe)

Soit, < une relation d’ordre fortement compléte sur un ensemble E. Soit f une
fonction de E dans E. Si f est croissante, alors p = inf{c | fc < ¢} est le plus
petit point fixe de f.
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Démonstration. Soit C 'ensemble {c | fc < ¢} et ¢ un élément de C. On a
p < ¢ car p est un minorant de C. La fonction f étant croissante, on en déduit
fp < fe. Par ailleurs, fc < ¢ car ¢ est un élément de C, donc par transitivité
fp<e

L’élément, fp est inférieur & tous les éléments de C, il est donc inférieur &
sa borne inférieure : fp < p.

La fonction f étant croissante, f(fp) < fp, donc fp est un élément de C et
p étant un minorant de C, on en déduit p < fp. Par antisymétrie, p = fp.

Enfin, par définition, tous les points fixes de f appartiennent & C, ils sont
donc plus grands que p.

1.1.2 Les définitions inductives

Voyons maintenant comment ce théoréme du point fixe permet de définir
des ensembles et des relations.

Définition 1.6 (Fermeture)

Soit. E un ensemble, f une fonction partielle de E™ dans E et A un sous-
ensemble de E. L’ensemble A est dit fermé par la fonction f si pour tous
Z1,...,T, dans A, tels que la fonction f soit définie en x1,..., 2., f 21 ... ZTp
est également un élément de A.

Par exemple, I’ensemble des nombres pairs est fermé par la fonction n —
n 4+ 2.

Définition 1.7 (Définition inductive)

Soit E un ensemble, une définition inductive sur E est une famille de fonctions
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partielles f; de E™ dans E, fo de E™ dans F, ... Cette famille définit un
sous-ensemble A de E : le plus petit sous-ensemble de E fermé par les fonctions

fl: f27

Par exemple, le sous-ensemble de N formé des nombres pairs est défini
inductivement par I’entier 0, c’est-a-dire la fonction, de N° dans N, qui prend
la valeur 0, et la fonction, de N dans N, n — n + 2. I’ensemble des nombres
pairs n’est pas 'unique sous-ensemble de N qui contient 0 et qui est fermé par la
fonction n — n+2, 'ensemble N, par exemple, vérifie également ces propriétés,
mais c’est le plus petit.

Le sous-ensemble de {a,b,c}* formé des mots de la forme a™bc™ est défini
inductivement par le mot b et la fonction m — amc. D’une maniére générale,
une grammaire non contextuelle peut toujours se formuler comme une définition
inductive.

Comme nous allons le voir, I’ensemble des théorémes se définit comme
le sous-ensemble de I’ensemble des propositions défini inductivement par les
axiomes et les régles de déduction.

Les fonctions fi, fa, ... sont appelées des régles. Au lieu de noter une telle

régle x1 ...z, +— t on la note
T1...Tp

t

Par exemple, ’ensemble des nombres pairs est défini par les deux régles

0

n
n+2

En notant P ’ensemble des nombres pairs, on écrit aussi parfois ces régles

0eP

neP
n+2€P

Pour donner un sens a la définition 1.7, montrons qu’il existe toujours un
plus petit sous-ensemble A fermé par les fonctions f1, fo, ...

Proposition 1.4

Soit E un ensemble et f1, fs,... des régles sur 'ensemble E. Il existe un plus
petit sous-ensemble A de E fermé par les fonctions f1, fo, ...
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Démonstration. Soit F la fonction de p(F) dans p(E)
FC={ze€eFE|3FFy...yn, €Cx=fiy1 ... Yn,}

Un sous-ensemble C' de E est fermé par les fonctions fi, fo, ... si et seulement
si FC' C C.

La fonction F est trivialement croissante : si C C C’, alors FC C FC’. On
définit I’ensemble A comme le plus petit point fixe de cette fonction : comme
I'intersection de tous les ensembles C tels que FC C C, c’est-a-dire comme
Iintersection de tous les ensembles fermés par les fonctions fy1, fo, ...

D’aprés le second théoréme du point fixe, cet ensemble est un point fixe de
F,FA= A, et donc FA C A. Tl est donc fermés par les fonctions f1, fa, ...
Et par définition, il est plus petit que tous les ensembles C' tels que FC C C,
c’est donc le plus petit ensemble fermé par ces fonctions.

Le premier théoréme du point fixe nous donne une autre caractérisation de
cet ensemble.

Proposition 1.5

Soit E un ensemble et f1, fo, ... des régles sur I’ensemble E. Le plus petit sous-
ensemble A de E fermé par les fonctions fi, fo, ... est Pensemble | J, (F¥@) ot
la fonction F' est définie par

FC={x€FE|3iTy1...yn, €Cx=fiy1 ... Yn;}

Démonstration. On a vu que la fonction F' est croissante. Elle est, de plus,
continue : si Cyp C C; € Cy C ..., alors F(UJ C;) = Uj(FCj). En effet, si un
élément z de E est dans F({J; C;), alors il existe un entier i et des éléments
Yls « -y Yn, de Uj Cj tels que x = f; y1 ... yn,. Chacun de ces éléments est
dans I'un des C;. Comme la suite des C; est croissante, ils sont tous dans Cf,
le plus grand de ces ensembles. L’élément x appartient donc & FCy et donc
a Uj(FCj). Réciproquement, si z appartient a Uj(FCj), il appartient & un
certain F'CY, il existe donc un entier ¢ et des éléments yi,...,y,, de Ck tels
que = f; Y1 ... Yn,. Les éléments y1, ..., y,, appartiennent a Uj C; et donc
T a F(UJ Cj).

On a vu que le plus petit sous-ensemble A de E fermé par les fonctions fi,
fa2, ... est le plus petit point fixe de la fonction F'. D’aprés le premier théoréme
du point fixe, cet ensemble est A = |J, (F*@).
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1.1.3 La récurrence structurelle

Les définitions inductives donnent un moyen de faire des démonstrations
par récurrence. Si une propriété est héréditaire, c’est-a-dire qu’a chaque fois
qu’elle est vérifiée par y1, ..., Yn,, elle est vérifiée par f; y1 ... yn,, alors elle
est vérifiée par tous les éléments de A.

Une maniére de démontrer cela est d’utiliser le second théoréme du point
fixe et de remarquer que le sous-ensemble P de E des objets qui vérifient la
propriété en question est fermé par les fonctions f; et donc qu’il contient A.
Une autre maniére est d’utiliser la proposition 1.5 et de montrer, par récurrence
sur k, que tous les objets de F*@ vérifient la propriété en question.

1.1.4 Les dérivations

Un élément x appartient & I’ensemble A si et seulement s’il appartient &
un certain ensemble F*¥@, c’est-a-dire s’il existe une fonction f; telle que x =
fiyi .. Yn, Oitles y1,...,y,, appartiennent & F*~'@. Cette remarque permet
de démontrer qu’'un élément z de E appartient & A si et seulement s’il existe
un arbre dont les nceuds sont étiquetés par des éléments de F, dont la racine
est étiquetée par x, et tel que si un neceud est étiqueté par un élément y et ses
enfants sont étiquetés par des éléments z1, ..., z,, alors il existe une régle f;,
telle que y = f; z1 ... zp. Un tel arbre s’appelle une dérivation de x.

Définition 1.8 (Dérivation)

Soit F un ensemble et fi, fo,... des régles sur 'ensemble E. Une dérivation
dans fi, fa,... est un arbre dont les nceuds sont étiquetés par des éléments
de E tel que si un nceud est étiqueté par un élément y et ses enfants par des
éléments z1,. .., z,, alors il existe une régle f;, telle que y = f; z1 ... zn.

Si la racine d’une dérivation est un élément x de FE, alors cette dérivation
est une dérivation de x.

On peut donc définir ’ensemble A comme ’ensemble des éléments de E qui
ont une dérivation.

On utilise une écriture particuliére pour les dérivations. Tout d’abord, on
écrit la racine de 'arbre en bas et les feuilles en haut. Ensuite, on trace un
trait au-dessus de chaque nceud de ’arbre et on écrit ses enfants au-dessus de
ce trait.
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Le nombre 8, par exemple, est dans I’ensemble des nombres pairs, en voici
une dérivation

0| D =INO

En notant P I’ensemble des nombres pairs, on écrit aussi parfois cette déri-
vation

0eP

)
m
N

4¢€P
6¢P
8e P

Au lieu d’étiqueter les noeuds d’une dérivation par des éléments de E, on
peut aussi 'étiqueter par des régles.

Définition 1.9 (Dérivation étiquetée par les régles)

Soit, E un ensemble et fi, f2,... des régles sur ’ensemble E. Une dérivation
étiquetée par les régles f1, fa,... est un arbre dont les noeuds sont étiquetés par
f1, f2,... tel que le nombre d’enfants d’un nceud étiqueté par une fonction f

soit le nombre d’arguments de f.

A chaque dérivation étiquetée par les régles, on peut associer, par récurrence
structurelle, un élément de FE : si la racine de la dérivation est étiquetée par
la régle f; et aux sous-arbres immédiats sont associés les éléments zq, ..., z,,
alors on associe ’élément f; z1 ... z, a la dérivation elle-méme.

Quand un élément est associé & une dérivation, on dit que la dérivation est

une dérivation de cet élément.

On peut donc définir ’ensemble A comme I’ensemble des éléments de E qui
ont une dérivation étiquetée par les régles.
1.1.5 La fermeture réflexive-transitive d’une relation

Un exemple de définition inductive est celle de la fermeture réflexive-
transitive d’'une relation.
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Définition 1.10 (Fermeture réflexive-transitive)

Soit R est une relation binaire sur un ensemble E, la fermeture réflexive-
transitive de la relation R est la relation R* inductivement définie par les régles
t R* t,
sit Rt ett' R*t", alorst R* t".

Sit R* ¢/, une dérivation du couple (¢,t’) est une suite finie to, ..., t,, telle
que to =t, t, =t' et pour tout i <n —1, ¢ R t;11.

Si on voit R comme un graphe orienté, les dérivations sont les chemins de
ce graphe et la relation R* relie donc deux sommets, quand il y a un chemin
qui méne de 'un a ’autre.

1.2 Les langages
1.2.1 Les langages sans variables

Maintenant que nous avons introduit la notion de définition inductive, nous
allons 'utiliser pour définir la notion de langage. Nous allons dans un premier
temps définir une notion trés générale qui comprendra aussi bien les langages de
programmation que les langages logiques. Puis nous définirons, dans un second
temps, les langages de la logique des prédicats.

Nous cherchons, par ailleurs, & définir une notion de langage qui s’affranchit
des conventions syntaxiques superficielles, par exemple de savoir si on écrit 3+4,
+(3,4), ou encore 3 4 +. Cette expression sera plus abstraitement exprimée par

un arbre

Chaque nceud de cet arbre est étiqueté par un symbole. Le nombre d’enfants
d’un nceud de Varbre dépend du symbole qui I'étiquette — 2 enfants si ce
symbole est +, 0 si c’est 3 ou 4, ...

Un langage est donc un ensemble de symboles munis d’'un entier appelé
arité, ou plus simplement nombre d’arguments, de ce symbole. Les symboles
sans arguments sont appelés des constantes.

L’ensemble des ezpressions de ce langage est I’ensemble d’arbres défini in-
ductivement par la régle suivante.
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Si f est un symbole d’arité n et ¢y, ..., t, sont des expressions alors
flt1, ... tn), c’est-a-dire Parbre dont la racine est étiquetée par f et dont
les sous-arbres immeédiats sont %4, ..., t,, est une expression.

1.2.2 Les variables

Imaginons que nous voulions définir un langage qui contient des expressions
comme impair(3) ou impair(3) = pair(3+1). Nous voudrons alors probablement
aussi pouvoir exprimer que pour tout entier, si cet entier est impair, alors son
successeur est pair.

Pour former de telles expressions, les langues naturelles, comme le fran-
cais, utilisent des pronoms indéfinis, par exemple tous et quelques. Mais ce
mécanisme est ambigu quand plusieurs expressions sont remplacées par de tels
pronoms. Ainsi, la phrase « Il existe un nombre entier supérieur & tout nombre
entier » peut signifier ou bien que pour chaque nombre entier, il existe un
nombre entier qui lui est supérieur, ce qui est vrai, ou bien qu’il existe un
nombre qui est supérieur & tous les nombres entiers, ce qui est faux. On uti-
lise donc un mécanisme plus complexe, qui consiste & utiliser dans un premier
temps une variable, dont on indique ensuite la signification et la portée par
un quantificateur V, pour tout, ou 3, il existe, qui lie cette variable. Ainsi, on
distingue les propositions Vz3y (y > z) et IyVa (y > x).

Les quantificateurs sont donc des symboles qui lient une variable dans leur
argument. D’autres exemples de symboles lieurs sont les symboles —, 8/, [ d,
> 11 --- Nous devons donc étendre la notion de langage définie ci-avant de
maniére & prendre en compte le fait que chaque symbole du langage peut lier
des variables.

L’arité d’'un symbole f ne sera désormais plus un entier n, mais une suite

finie d’entiers (k1,...,ky,) qui indique que le symbole f lie k; variables dans
son premier argument, ko variables dans le deuxiéme, ..., k, variables dans le
n-iéme.

Ainsi, quand on s’est donné un langage, c’est-a-dire un ensemble de sym-
boles munis d’une arité, et un ensemble infini dont les éléments sont appelés
variables, on définit les expressions inductivement par les régles suivantes.

Les variables sont des expressions.

- Si f est un symbole d’arité (ki,...,kn), t1, ..., t, sont des
expressions et i, ..., x,lﬁ, ooy @, ..., xy sont des variables, alors
flal. . xp by, @ ... 2} t,) est une expression.

La notation f(xj ...z t1,...,a} ... 2} t,) désigne I'arbre
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Par exemple, ’expression ftuv dx désigne l'arbre

1.2.3 Les langages a plusieurs sortes d’expressions

On aura besoin, dans ce livre, d’utiliser des langages un peu plus généraux
appelés langages a plusieurs sortes d’expressions. Si on se donne des constantes
0 et 1, un symbole binaire +, des symboles unaires pair et impair et un symbole
binaire =-, aucun de ces symboles ne liant de variables, on peut former les
expressions 1, 1 + 1, pair(l + 1) et impair(l) = pair(l + 1), mais on peut
malheureusement former également les expressions impair(pair(l)) ou 1 =
(1 + pair(1)). Pour les exclure, il faut distinguer deux sortes d’expressions :
les termes, qui expriment des entiers et les propositions qui expriment des faits
concernant ces entiers. Ainsi, le symbole pair prend en argument un terme pour
former une proposition et le symbole = prend en argument deux propositions
pour former une proposition.

Pour cela, on introduit un ensemble & deux éléments {Terme, Prop} dont
les éléments sont appelés des sortes d’expressions et on associe au symbole pair
larité (Terme, Prop) qui indique que dans une expression de la forme pair(t),
Pexpression ¢ doit étre de sorte Terme alors que l'expression pair(t) elle-méme
est de sorte Prop.

On introduit, plus généralement, un ensemble & de sortes. L’arité d’'un
symbole f est alors une suite finie de sortes (s1,..., $n,s’) qui indique que le
symbole f a n arguments, que le premier est de sorte si, ..., le n-iéme de sorte
s, et que I'expression formée est elle-méme de la sorte s'.
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Quand on a, de plus, des variables liées, ’arité d'un symbole f est une suite
finie ((si,..., 3,161,3'1), ooy (8T, 88, 8™),8") qui indique que le symbole f a
n arguments, que le premier est de sorte s'' et qu’il lie k; variables de sortes
st s,lcl, ..., et que I'expression formée est elle-méme de la sorte s”.

Les expressions se définissent alors ainsi.

Définition 1.11 (Expression d'un langage)

Soit £ un langage, c’est-a-dire un ensemble de symboles, chacun muni d’une
arité, et une famille d’ensembles infinis et disjoints indexée par les sortes dont
les éléments sont appelés variables. I’ensemble des expressions de £ est induc-
tivement par les régles suivantes.

— Les variables de sorte s sont des expressions de sorte s.

~ Si f est un symbole d’arité ((s{,..., s} ,s),...,(sT,...,sp ,s™),s"),
af, ..., xh ..., @, ..., x} sont des variables de sortes si, ..., s, ...,
81y ..y s et iy, ..., Ty sont des expressions de sortes s, ..., s alors
fxy . ap ty,..., 2. x} t,) est une expression de sorte s”.

Définition 1.12 (Variable d'une expression)

L’ensemble des wariables d’une expression est défini par récurrence structurelle
de la maniére suivante
Var(z) = {a}.
Var(f(e)...xp tr,..., 20 2 t,))
=Var(ty) U{zt,... 2z, YU UVar(t,) U{z), ...z }.

Définition 1.13 (Variable libre d'une expression)

I’ensemble des variables libres d’une expression est défini par récurrence struc-
turelle de la maniére suivante
- VL(z) = {z},
=~ VL(f(xi...xf b1, 20 . afl )
= (VL(t1) \ {=1,... ,x,lﬁ}) U UV L(tn) \ {2} }).

Par exemple, Var(Vz (x = z)) = {z}, mais VL(Vz (x = x)) = @.

Une expression sans variables libres est dite close.

Définition 1.14 (Hauteur d'une expression)

La hauteur d’une expression est définie par récurrence structurelle de la maniére
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suivante
- Hauteur(z) =0,
~ Hauteur(f(xf .. 2 t1,..., 27 ... 2} t,))
= 1+ maz(Hauteur(t1), ..., Hauteur(t,)).

1.2.4 La substitution

La premiére opération que 'on est amené & définir avec la notion de va-
riable est celle de substitution : le réle des variables est, en effet, non seulement,
d’étre lices, mais également d’étre substituées. Par exemple, de la proposi-
tion Va (impair(z) = pair(z + 1)), on veut pouvoir déduire la proposition
impair(3) = pair(3 + 1) obtenue en substituant la variable x par ’expression
3.

Définition 1.15 (Substitution)

Une substitution est une fonction de domaine fini qui & des variables z1, ..., z,
associe des expressions de méme sorte, c’est-a-dire un ensemble fini de couples
dont la premiére composante est une variable et la seconde une expression tel
que chaque variable apparaisse dans un couple au plus, ou encore une liste
d’associations : 0 =ty /21, ..., tn/Tp.

Quand on applique une substitution & une expression, on veut remplacer
toutes les occurrences des variables x1, ..., x, par les expressions tq, ..., t,.

Bien entendu, ce remplacement ne concerne que les variables libres. Par
exemple, si on substitue la variable x par 'expression 2 dans ’expression x + 3,
on veut obtenir I'expression 2 4+ 3. En revanche, si on substitue la variable x
par expression 2 dans Iexpression Vx (x = ), on veut obtenir 'expression
Va (x = ) et non Pexpression Vz (2 = 2).

La premiére tentative pour définir I’application d’une substitution & une
expression méne a la définition suivante.

Définition 1.16 (Application d'une substitution — avec capture)

Soit 6 = t1/x1,...,t,/x, une substitution et ¢ une expression. On définit 'ex-
pression (0)t par récurrence sur la structure de ¢ de la maniére suivante
- <9>(El = t;,
— (#)x = x si x n’est pas dans le domaine de 6,
<9>f(y%y,11 ul,...,yf...yzp Up)
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_ 1

= 1 Yry Oyt )0 8T Uk, Otz ) t)
ot la notation O)y\(y,, . 4.} désigne la substitution 6 restreinte a I'ensemble
V\{y1,-..,yx}, c’est-a-dire dans laquelle on a supprimé les couples dont la

premiére composante est 'une des variables y1, ..., yx.

Cette définition pose néanmoins un probléme, car elle autorise les captures
de variables. Par exemple, I'expression 3z (z + 1 = y) exprime que y est le
successeur d’un certain nombre. Si on substitue y par 4 dans cette expression,
on obtient I'expression 3z (x+ 1 = 4), qui exprime que 4 est le successeur d’un
certain nombre. Si on substitue y par z, on obtient l’expression 3z (z+1 = 2),
qui exprime que z est le successeur d’un certain nombre. Mais si on substitue
y par x, on obtient l'expression 3z (x + 1 = x), qui exprime qu'’il existe un
nombre qui est son propre successeur, et non, comme on s’y attendrait, que x
est le successeur d’un certain nombre.

Pour éviter ce probléme, il faut se rappeler que les variables liées sont
muettes : leur nom n’importe pas. Autrement dit, dans 'expression dz (z+1 =
y), on peut remplacer la variable liée 2 par n’importe quelle autre variable, sauf,
bien entendu, y. Ainsi, quand on substitue dans une expression u des variables

T1, ..., Ty par des expressions ty, ..., t,, on peut changer le nom des variables
liées dans u en prenant des noms qui n’apparaissent ni parmi z1, ..., x,, ni
parmi les variables de t¢1, ..., t,, ni parmi les variables de u, afin d’éviter ces

problémes.

On commence donc par définir, en utilisant la notion de substitution avec
capture définie ci-avant, une relation d’équivalence sur les expressions, par ré-
currence sur leur hauteur : la relation d’équivalence alphabétique, qui est le
changement de nom des variables liées.

Définition 1.17 (Equivalence alphabétique)

La relation d’équivalence alphabétique, ou alpha-équivalence, est inductivement
définie par les régles
- x~ux,
— fQut eyt YR ) ~ F g Y )
si pour tout 4, et pour toute suite de variables distinctes

21, ..., 2k, qui n’apparaissent pas dans ¢; ni dans ),
(21/Y5s sz [YR It~ (2 YL 2k Y )t

Par exemple, les expressions Vz (z = ) et Vy (y = y) sont a-équivalentes.
Désormais on ne considére plus les expressions que d a-équivalence prés,
c’est-a-dire que 1'on considére implicitement des classes d’a-équivalence d’ex-
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pressions.
On peut maintenant définir "opération de substitution par récurrence sur
la hauteur des expressions.

Définition 1.18 (Application d'une substitution)

Soit 6 = t1/x1,...,t,/x, une substitution et ¢ une expression. On définit 'ex-
pression At par récurrence sur la hauteur de ¢ de la maniére suivante
= Oz; =1,
— fOx = x si x n’est pas dans le domaine de 6,
Of(ys.. .yilul, T .yﬁpup) =

1 1 1/,1 17,1 P p D/, PP

f(zl...zk10<z1/y1,...,zkl/yk1>u1,...,zl...zkp0<z1/y1,...,zkp/ykp>up)

ol 21, ..., z,il, Y U zﬁp sont des variables qui n’apparaissent pas
1 1 P P ;

dans f(yq .-y, U1, 91 - Yy, up) ni dans 6.

Par exemple, quand on substitue la variable y par ’expression 2 x x dans
Pexpression 3z (x+1 = y), on obtient I'expression 3z (z4+ 1 = 2 x ). Le choix
de la variable z est arbitraire, on aurait pu tout aussi bien choisir v ou w, ce
qui aurait donné la méme expression, a a-équivalence pres.

Définition 1.19 (Composition de deux substitutions)

La composition de deux substitutions 6 = t1/zq,...,t,/ /2, et
o =u1/y1,-..,Up/Yp est la substitution

oo ={0(cz)/z|z €{z1, ..., Tn,Y1,-- -, Yp}}

On démontre, par récurrence sur la hauteur de ¢, que pour toute expression ¢

(0 oo)t =0(at)

1.2.5 L’articulation

Dans les définitions ci-avant, nous n’avons donné aucune restriction sur le
nombre de symboles d’un langage. 1l faut cependant prendre en compte le fait
que, in fine, les expressions d’un langage doivent s’écrire avec un alphabet fini.
Si chaque symbole du langage est exprimé par une lettre de cet alphabet, cela
impose que I'’ensemble des symboles du langage soit fini. Toutefois, il est éga-
lement possible d’exprimer ces symboles par des mots formés sur un alphabet
fini, ou plus généralement par des arbres étiquetés par les éléments d’un en-
semble fini. Ainsi, en géométrie, certains symboles, comme 7, sont des lettres,
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mais d’autres, comme « médiatrice », des mots. Rien n’empéche d’itérer ce pro-
cessus et de représenter les symboles d'un langage par des arbres étiquetés par
des arbres eux-mémes étiquetés par les éléments d’un ensemble fini, ce qui méne
a la définition suivante.

Définition 1.20 (Ensemble d'arbres articulé)

— Un ensemble d’arbres est simplement articulé, ou 1-articulé, si les nceuds
des arbres de cet ensemble sont étiquetés par les éléments d’un ensemble
fini.

Un ensemble d’arbre est (n+1)-articulé, siles noeuds des arbres de cet en-
semble sont étiquetés par les éléments d’un ensemble d’arbres n-articulé.

Un ensemble d’arbres est articulé s’il est n-articulé pour un certain entier

Par exemple, I’ensemble des expressions sans variables d’un langage conte-
nant un nombre fini de symboles est un ensemble d’arbres simplement articulé.
En revanche, un ensemble de variables étant toujours infini, I’ensemble des
expressions d’un langage est toujours un ensemble d’arbres au moins double-

ment articulé. Les variables z, 2, 2", 2", 2"

,... forment un ensemble infini
et peuvent s’exprimer par des arbres dont les noeuds sont étiquetés par les
symboles z et ’.

Quand un langage est articulé, I’ensemble de ses symboles est fini ou dé-
nombrable. Tl est toutefois parfois nécessaire de considérer des langages qui
comprennent un nombre non dénombrable de symboles et qui sont, de ce fait,
non articulés. Nous verrons un exemple a la section 2.4. Il faut cependant
avoir conscience que cette notion de langage généralise quelque peu la notion
courante, car les expressions de ces langages ne peuvent plus s’écrire avec un
alphabet fini.

Soit F un ensemble et f1, fo,... des régles sur ’ensemble E. L’ensemble
des dérivations dans fi, f,... n’est pas toujours un ensemble d’arbres articulé.
Toutefois, si E est un ensemble d’arbres articulé, alors ’ensemble des dériva-
tions dans f1, fa, ... est un ensemble d’arbres articulé. De méme, si chaque régle
f1, fo, ... est associée a un élément d’un ensemble articulé, alors I’ensemble des
dérivations étiquetées par les régles f1, f2,... est un ensemble articulé.
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1.3 Les langages de la logique des prédicats

La notion de langage introduite & la section précédente est trés générale.
Nous allons & présent nous concentrer sur le cas particulier des langages de la
logique des prédicats. Dans ces langages, la plupart des symboles ne lient pas de
variables. Les seules exceptions sont les quantificateurs V et 3. Par ailleurs, ces
langages sont organisés autour d’une opposition entre les termes, qui expriment
des choses, et les propositions, qui expriment des faits & propos de ces choses,
les termes pouvant eux-mémes avoir plusieurs sortes. Ainsi, un langage est
défini par un ensemble non vide S, dont les éléments sont appelés sortes de
termes, un ensemble F dont les éléments sont, appelés symboles de fonction et
permettent de former des termes & partir d’autres termes, et un ensemble P,
dont les éléments sont appelés symboles de prédicat et permettent de former
des propositions a partir de termes.

Les sortes du langage sont les sortes de termes plus une sorte Prop pour
les propositions. Comme les symboles de fonction ne lient pas de variables, leur

arité est de la forme (s1,...,8p,,8") ol 81, ..., S, et s’ sont des sortes de termes.
Si un symbole f a une telle arité et si ¢y, ..., t, sont des termes de sorte sq, ...,
Sn, alors 'expression f(t1,...,t,) est un terme de sorte s’. De méme, comme
les symboles de prédicat ne lient pas de variables, leur arité est de la forme
(s1,-..,8n, Prop), ot s1, ..., s, sont des sortes de termes. Cette arité est plus
simplement notée (s1,...,s,). Si un symbole P a une telle arité et si 1, ...,
t,, sont des termes de sorte s1, ..., S, alors Pexpression P(tq,...,t,) est une

proposition. A ces symboles, qui varient d’un langage a 1’autre, s’ajoutent des
symboles communs & tous les langages de la logique des prédicats : T, wvras,
et L, fauz, d’arité (Prop), -, non, d’arité (Prop, Prop), A, et, V, ou, et =,
implique, d’arité (Prop, Prop, Prop) et enfin, pour chaque élément de S, deux
quantificateurs Vg, pour tout, et 3, il eziste, d’arité ((s, Prop), Prop). Comme
il n’y a pas de symbole permettant de lier une variable de sorte Prop, il n’est
pas nécessaire d’introduire de telles variables.
Cela méne aux définitions suivantes.

Définition 1.21 (Langage de la logique des prédicats)

Un langage L est un triplet (S, F,P) ot S est un ensemble non vide dont les
éléments sont appelés sortes de termes et F et P des ensembles dont les élé-
ments sont respectivement appelés symboles de fonction et symboles de prédicat.
A chaque symbole de fonction, on associe une arité qui est un (n + 1)-uplet
d’éléments de S et & chaque symbole de prédicat une arité qui est un n-uplet
d’éléments de S.
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Définition 1.22 (Terme)

Soit £ = (8, F,P) un langage et (Vs)ses une famille d’ensembles infinis et dis-
joints indexée par les sortes de termes dont les éléments sont appelés variables.
Les termes de sorte s du langage £, pour la famille d’ensembles de variables
(Vs)ses, sont inductivement, définis par les régles suivantes.

Les variables de sorte s sont des termes de sorte s.

Si f est un symbole d’arité (si1,...,8n,s") et t1, ..., t, des termes de

sortes s1, ..., Sp, alors f(t1,...,t,) est un terme de sorte s’.

Définition 1.23 (Proposition)

Soit £ = (8, F,P) un langage et (Vs)ses une famille d’ensembles infinis et dis-
joints indexée par les sortes de termes dont les éléments sont appelés variables.
Les propositions du langage £, pour la famille d’ensembles de variables (Vs)ses,
sont inductivement définies par les régles suivantes.

Si P est un symbole de prédicat d’arité (si,...,s,) et t1,...,t, sont
des termes de sorte si, ..., s,, alors I'expression P(t1,...,t,) est une
proposition.

T et L sont des propositions.
Si A est une proposition, alors = A est une proposition.
Si A et B sont des propositions, alors AA B, AV B et A = B sont des
propositions.
Si A est une proposition et z une variable de sorte s, alors Vo A et I,z A
sont, des propositions.
On utilise la notation A < B pour la proposition (A = B) A (B = A). Une
proposition de la forme P(ty,...,t,) est appelée une proposition atomique.

Quand S est un singleton, on dit que le langage a une seule sorte de termes,
et I’arité d’'un symbole de fonction ou de prédicat se réduit alors & un entier :
le nombre d’arguments de ce symbole.

Exercice 1.2

Soit L le langage a une sorte de termes formé des symboles C, N, 0, =, ", € et
# ou le symbole " est la puissance et # le cardinal.

1. Ecrire la proposition
Tout nombre complexe non nul a n racines n-iémes

comme une proposition du langage L.
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2. Quels symboles sont des symboles de fonction, quels symboles sont des
symboles de prédicat ?

3. Quelle est I'arité de chaque symbole ?

1.4 Les démonstrations

Nous voulons maintenant distinguer une proposition, comme 3z (x = 0+1),
qui est démontrable, d’une proposition qui ne I’est pas, comme 3z (0 = z + 1).

Une maniére de le faire est de se donner un ensemble de régles et de dé-
finir inductivement, & 'aide de ces régles, un sous-ensemble de I’ensemble des
propositions : ’ensemble des théorémes ou propositions démontrables.

Exercice 1.3

Soit le langage a une sorte de termes formé des symboles de fonction 0, d’arité
nulle, et S, successeur, d’arité 1, et du symbole de prédicat <, d’arité 2. On se
donne les régles suivantes

Vo A
(t/z)A
A= BA
B
A B

ANB

VaVyVz (x <yAy<z)=z<z2)

Vo (x < S(x))

montrer que la proposition

0<5(5(0))

est démontrable.

Une telle définition de la notion de démonstration est possible, on parle alors
de démonstration a la Frege et Hilbert, mais elle est difficile & utiliser. En effet,
en posant ainsi des régles qui permettent de démontrer des propositions, on se
contraint & garder les mémes hypothéses tout au long de la démonstration. On
ne peut donc pas traduire une forme de raisonnement pourtant courante : nous
voulons démontrer A = B, supposons A et démontrons B sous cette hypothése.
Cette remarque méne a introduire une notion de couple formé d’un ensemble
fini d’hypothéses et d’'une conclusion. Un tel couple est appelé un séquent.
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Définition 1.24 (Séquent)

Un séquent est un couple I' = A, ou I" est un ensemble fini de propositions et
A une proposition.

Définition 1.25 (Les régles de la déduction naturelle)

FFAaxiomeAEI’

TET T-intro

el
TFA-—cum
I'A I'B
TFAAB
LEANB
7F A A-élim
I'FAAB
I'FB

rea
TFAvB /mtro

I'+B
I'FAVB

I'tAvB TI''A-C I,B-C "
TEC V-élim

IA+-B
I'rA=1B

I'rA=DB I'HA
TFB
IAF L
TF-A

I'FA I'F-A
TFL

I'HA
TEvs A V-intro z non libre dans I

A-intro

A-€lim

V-intro

=-intro

=-élim
—-intro
—-élim

LEved
TF (t/x)A ™
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'k (t/z)A
T3z A

F'~3: A IAFB
I'FB

J-intro

3-élim x non libre dans I, B

tiers exclu

I'HFAv-A

Les régles T-intro, A-intro, V-intro, =-intro, —-intro, V-intro et 3-intro sont
appelées des régles d’introduction et les régles 1-élim, A-élim, V-élim, =-élim,
—-élim, V-élim et 3-élim des régles d’élimination. Les régles de la déduction
naturelle sont donc classées en quatre groupes : les régles d’introduction, les
régles d’élimination, la régle aziome et la régle tiers exclu.

Définition 1.26 (Séquent démontrable)

L’ensemble des séquents démontrables est inductivement défini par les régles de
la, déduction naturelle.

Définition 1.27 (Démonstration)

Une démonstration d’un séquent I' - A est une dérivation de ce séquent, c’est-
a-dire un arbre dont les noeuds sont étiquetés par des séquents dont la racine
est étiquetée par I' F A, et tel que si un noeud est étiqueté par un séquent
A F B, alors ses enfants sont étiquetés par des séquents Xy - Cyq,..., X, - C,
tels qu’il existe une régle de déduction naturelle, qui permet de déduire A + B
de 21 HCq,..., 2, F C,.

Un séquent I' = A est donc démontrable s'il existe une démonstration de ce
séquent.

Exercice 1.4

On considére un langage a trois sortes de termes : point, droite et scalaire
formé de deux symboles de prédicat = d’arité (scalaire, scalaire) et € d’arité
(point, droite) et de deux symboles de fonction d, distance, d’arité
(point, point, scalaire) et m, médiatrice, d’arité (point, point, droite). Soient I’
I’ensemble contenant les propositions

VavyVz (x € m(y, z) < d(z,y) = d(z, z))

et
VaVyVz (e =y Ay=2)=>x =z)
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et A la proposition qui exprime que si deux médiatrices du triangle xyz sont
concourantes, alors ses trois médiatrices le sont

YuVaVyVz (w € m(z,y) Aw € m(y, z)) = w € m(z, 2))

Donner une démonstration du séquent I" - A.

La proposition suivante montre que, dans un séquent, on peut ajouter des
hypothéses inutiles.

Proposition 1.6 (L affaiblissement)

Si le séquent I' - A est démontrable, alors le séquent I', B |+ A est démontrable.

Démonstration. Par récurrence sur la structure d’une démonstration de I - A.

Proposition 1.7 (La double négation)

Les trois propositions sont équivalentes.
1. Le séquent I' = A est démontrable.
2. Le séquent I, = A L est démontrable.
3. Le séquent I'+ ——A est démontrable.

Démonstration.

(1.) = (2.) Si le séquent I' - A est démontrable, alors, d’aprés la propo-
sition 1.6, le séquent I',—~A + A également. Le séquent I, —A F —A est
démontrable avec la régle axiome et donc le séquent I',—A F+ 1 avec la
régle —-élim.

(2.) = (3.) Sile séquent I',~A F L est démontrable, alors le séquent I" -
—-—A est démontrable avec la régle —-intro.

(3.) = (2.) Sile séquent I'  =—A est démontrable, alors, d’aprés la pro-
position 1.6, le séquent I',—A F == A également. Le séquent I',-A F —-A
est démontrable avec la régle axiome et donc le séquent I',—A + 1 avec
la régle —-élim.

(2.) = (1.) Sileséquent I, A F L a une démonstration 7, alors le séquent

I' - A ala démonstration
T

T -AF L

m 1-élim

V-élim

tiers exclu axiome

T.AF A
TFA

I'-Av-A
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Proposition 1.8

Le séquent - -Jdx—A = Vz A est démontrable.

Démonstration. Ce séquent a la démonstration

— axiome
) “Ta-A,—AF -A
axiome

—3Jz—A,-AF -3z A —Jdz—-A, A F Jz A
. . ‘\3.7)‘vA, -AF L 1.
THooAF AV oA tiers exclu 7ﬁ3mﬁA,A 4 axiome 7ﬁ3xﬁA, —AF A 1-élim
—Jz-AF A
—Jdz-AF Ve A

F—3z-A=Vr A

J-intro

—-élim

V-élim

V-intro
=--intro

Définition 1.28 (Théorie)

Une théorie est un ensemble fini ou infini de propositions closes dont les éléments
sont appelés aziomes.

Quand une théorie 7 est finie, on dit qu’une proposition A est un théoréme
de cette théorie, ou encore qu’elle est démontrable dans cette théorie, si le sé-
quent 7 + A est démontrable. Cependant, dans le cas général, le couple 7 - A
n’est pas un séquent. On doit donc donner une définition un peu plus générale.

Définition 1.29 (Théoréme)

Une proposition A est un théoréme de la théorie T, ou une proposition démon-
trable dans cette théorie, s’il existe un sous-ensemble fini I" de 7, tel que le
séquent I' + A soit démontrable.

Définition 1.30 (Cohérence, contradiction)

Une théorie 7 est cohérente s'il existe une proposition qui n’est pas démontrable
dans 7. Elle est dite contradictoire sinon.

Proposition 1.9

Une théorie est contradictoire si et seulement si elle démontre la proposition
1.
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Démonstration. Si la théorie est contradictoire, elle démontre toutes les propo-
sitions, donc, en particulier, la proposition L. Réciproquement, si une théorie
démontre la proposition L, alors il existe un sous-ensemble fini I" de 7 tel que
le séquent I' + | ait une démonstration 7. Soit A une proposition quelconque.
Le séquent I' - A a la démonstration

s
I'F1
I'FA

1-élim

et la proposition A est donc démontrable dans la théorie 7.

Proposition 1.10

Une théorie 7 est contradictoire si et seulement s’il existe une proposition A
telle que la théorie démontre A et —A.

Démonstration. Si la théorie est contradictoire elle démontre toutes les propo-
sitions, donc, en particulier, les propositions T et —T.

Réciproquement, si une théorie démontre les propositions A et —A, alors
il existe deux sous-ensembles finis I" et I tels que les séquents I' = A et
I'" = = A soient démontrables. D’aprés la proposition 1.6, les séquents I, I - A
et I, I+ —A ont des démonstrations 71 et . Le séquent I, I - L a alors la

démonstration
2 1

IT'F—A TLT'FA
T+ L

—-¢élim

La proposition L est donc démontrable dans la théorie 7 et, d’aprés la propo-
sition 1.9, la théorie 7 est contradictoire.

Exercice 1.5

Montrer que si le séquent I' - A & A’ est démontrable, alors les séquents
I''(AANB)& (AANB), ' (BANA) < (BANA), ' (AVB) < (A'VB),

I'-(BVA) & (B\/A’).,F:I— (A=B)= (A =B),I'F(B=A) < (B=A4),
't (-A4) e (RA), ' (Vo2 A) & (Vo A'Yet I' - (Fz A) & (Fx A') sont

démontrables.

Exercice 1.6

Une théorie & plusieurs sortes de termes peut se relativiser en une théorie & une
seule sorte de termes. A chaque symbole de fonction f d’arité (sq,...,sn,s’),
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on associe un symbole de fonction f’ d’arité n et 4 chaque symbole de prédicat
P darité (s1,...,$n), on associe un symbole de prédicat P’ d’arité n. Pour
chaque sorte s, on introduit un symbole de prédicat unaire S;. On traduit alors
les termes et les propositions de la maniére suivante

|z| = =,

|f(ta, -t = F(tals - ),
IP(t1, .. tn)| = P'(Jta],- .-, [ta]),
TI=T,

Ll =1,

[—A| = -l4],

|ANDB| = |A|A|B|, |[AV B| = |A] V|B|, |A = B| = [A] = |B|,
Vsz Al =V (Ss(x) = |A]), |Tsz A| = Tz (Ss(z) A A]).
On traduit une théorie en traduisant chaque axiome et en ajoutant pour

chaque sorte s 'axiome
Jz Sq(x)

et pour chaque symbole de fonction f d’arité (sq,..., sy, s’) axiome

Vay ... Vo, ((Ss, (1) Ao ASs, (20)) = (S (f' (1, ..., 20))))

Soit 77 la théorie formée pour chaque variable de sorte s de axiome S;(z).
Montrer que si le terme ¢ a la sorte s, alors la proposition S (]¢|) est démontrable
dans la théorie |71, 7.

Montrer que si la proposition A est démontrable dans la théorie 7, alors la
proposition |A| est démontrable dans la théorie |7|,7".

Montrer que si la proposition close A est démontrable dans la théorie 7,
alors la proposition |A| est démontrable dans la théorie |T.

1.5 Des exemples de théories

Définition 1.31 (Les axiomes de I'égalité)

Soit un langage contenant des prédicats =, de sorte (s, s) pour certaines sortes
s. Les azxiomes de l’égalité pour ce langage sont les suivants. Pour chaque sorte
s ayant un symbole d’égalité, I’axiome d’identité

Vsx (@ =5 )

Pour chaque symbole de fonction f d’arité (si,...,sn,s’) telle que la sorte s’
ait un symbole d’égalité et chaque entier ¢ tel que la sorte s; ait un symbole
d’égalité de I'axiome

Vay .. VoVe, . Vo, (v =, 26 = f(x1,. . Ty 1p) = f(T1,.. 0,20 1))
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Pour chaque symbole de prédicat P d’arité (si,...,s,) et chaque entier 7 tel
que la sorte s; ait un symbole d’égalité de I'axiome

Vo .. VeVeVe, (v, =, o) = (P(z1,..., iy ... 2n) = P(z1,..., 25, ... 2)))

Exercice 1.7
Donner une démonstration, dans la théorie de I’égalité, des propositions
Vsa2VsyVsz (:E =sY = (y =52 =T =5 Z))

VeaVey (2 =5 y = y = )

Définition 1.32 (La théorie des classes)

Soit un langage & deux sortes de termes : ¢ pour les objets et xk pour les
classes d’objets, contenant un nombre arbitraire de symboles de fonction d’arité
(4y...,t,¢) et de symboles de prédicat d’arité (¢, ..., (), ainsi qu’un symbole de
prédicat e d’arité (¢, k).

La théorie des classes pour ce langage contient, pour chaque proposi-
tion A ne contenant pas le symbole € et dont les variables libres sont parmi
T1,...,Tn, Y, 'axiome

V... Va,AVy (y e c & A)

Cet ensemble d’axiomes s’appelle le schéma de compréhension.

Définition 1.33 (L'arithmétique)

Le langage de I’arithmétique contient deux sortes de termes ¢ et x, une constante
0 de sorte ¢, des symboles de fonction S, successeur, d’arité (¢,¢), + et x d’arité
(¢,¢,¢) et des symboles de prédicat e d’arité (¢, k) et = d’arité (¢,¢). Aux axiomes
de I’égalité et au schéma de compréhension, on ajoute les axiomes du successeur

vavy (S(z) = S(y) = = =y)
Vo =(0 = S(x))
I’axiome de récurrence
Ve Oec=Ve (zec= S(x)ec)=>VYyyec)

et les axiomes de I'addition et de la multiplication

Yy (04+y=y)
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VaVy (S(z) +y = S(z +y))
Yy (0 xy =0)
Vavy (S(z) x y = (z X y) + )

Exercice 1.8 (Le schéma de récurrence)

Cet exercice demande d’avoir fait 1’exercice 1.5.
Montrer que pour chaque proposition A de ’arithmétique, ne contenant pas
le symbole € et dont les variables libres sont parmi x4, ..., x,,y, la proposition

Yoy ...V, ((0/y)A = ¥Ym ((m/y)A = (S(m)/y)A) = Vn (n/y)A)

est démontrable dans I'arithmétique.

Définition 1.34 (La théorie naive des ensembles)

Le langage de la théorie naive des ensembles contient une sorte et un symbole
de prédicat binaire €. Elle contient pour chaque proposition A dont les variables
libres sont parmi z1,...,x,,y, un axiome de la forme

Vap ... Ve,daVy (y € a < A)

Exercice 1.9 (Le paradoxe de Russell)
Montrer que le séquent
Vy(y€as wyey FL

est démontrable. En déduire que la théorie naive des ensembles est contradic-
toire. Pourquoi ce paradoxe ne s’applique-t-il pas & la théorie des classes ?

Définition 1.35 (La théorie des classes binaires)

Soit un langage & deux sortes de termes ¢ pour les objets et o pour les
classes binaires, contenant un nombre arbitraire de symboles de fonction d’arité
(4y...,t,) et de symboles de prédicat d’arité (¢, ...,t) ainsi qu'un symbole de
prédicat e d’arité (¢, ¢, 0).

La théorie des classes binaires pour ce langage contient, pour chaque propo-
sition A ne contenant pas le symbole ¢5 et dont les variables libres sont parmi
T1,...,Tn, Y,z un axiome de la forme

Vay ... Ve,IrVyVz (y,z ea 7 < A)

Cet ensemble d’axiomes s’appelle le schéma de compréhension binaire.
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Définition 1.36 (ZF' : La théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel)

Le langage de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel contient deux sortes
de termes ¢ et o, un symbole de prédicat es d’arité (¢,¢,0), un symbole de prédi-
cat = d’arité (¢,¢) et un symbole de prédicat € d’arité (¢, ¢) pour appartenance
d'un ensemble & un autre. Outre les axiomes de 1’égalité et le schéma de com-
préhension binaire, la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel contient les
axiomes suivants.

L’aziome d’extensionalité, qui énonce que deux ensembles sont égaux quand ils
ont les mémes éléments

Vavy (Vz (z €x &2 €)= a2 =1y)

L’aziome de la réunion, qui énonce que, quand on a construit un ensemble x
qui contient des éléments vg, v1, . .., on peut construire la réunion des ensembles
Vo, U1y .-

Ve3zVw (w € z < (Fv (w € v Av € 1))

L’aziome des parties, qui énonce que quand on a construit un ensemble x on
peut construire un ensemble qui contient les parties de z

VedzVw (w € z & (Yo (v € w = v € x)))

L’aziome de l’infini, qui énonce que I'on peut construire un ensemble infini. Soit
Vide la proposition Yy (=(y € x)). On écrit Vide[t] la proposition (t/x) Vide.
Soit Succ la proposition Vz (z € y < (2 € ¢V z = z)). On écrit Succt, u]
la proposition (t/z,u/y)Succ. Intuitivement, cela signifie que u est ’ensemble
t U {t}. L’axiome de l'infini est

I (Va (Videlx] = x € I) AVaVy ((x € I A Succ[z,y]) =y € I))

L’aziome de remplacement qui énonce que quand on a construit un ensemble a
et une classe binaire fonctionnelle r, on peut construire ’ensemble des objets
reliés & un élément de a par la classe binaire r. Soit fonctionnelle la proposition
YyVzVz' ((y,z e2 1Ay, 2" ea 1) = 2z = 2’). On écrit fonctionnelle[t] la proposition
(t/r)fonctionnelle. L’axiome de remplacement est

Vr (fonctionnelle[r] = Va3bVz (z €b< Jy (y €aMy,z ea 1))

Exercice 1.10 (Le schéma de remplacement)

Cet exercice demande d’avoir fait ’exercice 1.5.

Soit A une proposition ne contenant pas le symbole €5 et dont les variables
libres sont parmi z1,...,zn,y,2. On écrit A[t,u] la proposition (t/y,u/z)A.
Montrer que la proposition
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V.. Vo, (VyVeVz' (Aly, 2] A Aly, 2']) = 2 =2")) =
VadbtVz (z € b< Jy (y € a A Aly, 2])))

est démontrable dans ZF.

Exercice 1.11 (Le schéma de séparation)

Cet exercice demande d’avoir fait les exercices 1.5 et 1.10.

Soit A une proposition ne contenant pas le symbole e, et dont les variables
libres sont parmi x1, ..., Z,,y. On écrit A[t] la proposition (t/y)A. Montrer que
la proposition

V... Ve,VadbVy (y € b< (y € a A Aly)))

est démontrable dans ZF'.

Exercice 1.12 (Le théoréme de I'ensemble vide)

Cet exercice demande d’avoir fait ’exercice 1.11.
Montrer que la proposition

3 Vide[p]

est démontrable dans ZF.

Exercice 1.13 (Le théoréme de la paire)

Cet exercice demande d’avoir fait ’exercice 1.10.

Soit Un la proposition Yy (y € x < Vide[y]). On écrit Un[t] la proposition
(t/x)Un. Intuitivement, cela signifie que t = {@}. Soit Deuz la proposition
Yy (y € © < (Videly] V Unly])). On écrit Deuaft] la proposition (¢/x)Deu.
Intuitivement, cela signifie que ¢t = {@, {@}}.

Montrer que les propositions 3z Vide[z], 3z Un[z], 3x Deualx] et Vx —( Vide[z]A
Un|z]) sont démontrables dans ZF.

Montrer que la proposition

VaVyIzVw (w € z & (w =z Vw=y))

est démontrable dans ZF'.

Exercice 1.14 (Les couples)

Cet exercice demande d’avoir fait 'exercice 1.13.
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En théorie des ensembles, le couple (a,b) est l'ensemble qui contient les
élements {a} et {a, b}. Ecrire une proposition utilisant uniquement les symboles
= et € qui exprime que le couple formé des éléments z et y est égal a z. Ecrire
une proposition qui exprime que le couple formé des éléments = et y est un
élément de z.

Exercice 1.15 (La réunion de deux ensembles)

Cet exercice demande d’avoir fait ’exercice 1.13.
Montrer que la proposition

VaVyIzVw (w € z & (w € zVw € y))

est démontrable dans ZF'.

Exercice 1.16

Cet exercice demande d’avoir fait les exercices 1.12 et 1.15.
Montrer que les propositions suivantes sont démontrables.

Jz Videlx]

VaIy Succe|z, y)
Vavy ((Videlz] A Videly]) = = = y)
Vavyvy' ((Succz,y] A Succlz,y']) = y=1y')
Vavy —(Succlz,y] A Vide[y))

Exercice 1.17 (Les entiers de Von Neumann)

Cet exercice demande d’avoir fait les exercices 1.11 et 1.16.

En théorie des ensembles, les entiers sont les ensembles suivants 0 = @, 1 =
{0},2=1{0,1},3={0,1,2},... Un ensemble est donc un entier s’il appartient
A tous les ensembles qui contiennent 0 et qui sont clos par successeur. Ecrire
une proposition N contenant une variable libre = et utilisant uniquement les
symboles = et € qui exprime que z est un entier. On écrit N[¢] la proposition
(t/x)N. On peut remarquer que tous les entiers appartiennent a ’ensemble
dont ’axiome de 'infini énonce 1’existence. Démontrer la proposition

AN (z € N < NJz])

Ecrire une proposition qui exprime le principe de récurrence : si un ensemble
contient 0 et est clos par successeur, alors il contient tous les entiers. Montrer
que cette proposition est démontrable dans ZF'.
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Exercice 1.18

Cet exercice demande d’avoir fait les exercices 1.11, 1.13, 1.14, 1.16 et 1.17.

Soit succ la classe binaire fonctionnelle définie par compréhension par
x,y € succ < Succ[z, y]. L’axiome de I'infini exprime 'existence d’un ensemble
qui contient 0 et qui est clos par la classe binaire fonctionnelle suce. On veut
montrer, dans cet exercice, qu’une conséquence de cet axiome est que, si a est
un ensemble quelconque et r une classe binaire fonctionnelle quelconque, alors
il existe un ensemble qui contient a et qui est clos par r.

On veut donc montrer la proposition

VaVr (fonctionnellelr] = 3E (a € EAVYYY ((y € ENy,y ear) =y € E)))

Pour cela, on pose I’hypothése fonctionnelle[r] et on cherche & montrer la pro-
position 3F (a € EAVYVY ((y € EAy,y e2 1) =y € E))).
Soit A la proposition

n € NAVg ((Vp (Vide[p] = (p,a) € g))
NYPYP'YYYyY' ((p € n A (p,y) € g A Sucelp, '] ANy, y' €2 1) = (p',y) € 9))
= (n,z) € g)

On écrit Alt, u] la proposition (t/n,u/x)A
1. Démontrer les propositions
Vn (Vide[n] = A[n, a))
Vnvn'Vavz' ((Aln, 2] A Suceln,n'] Az, 2’ e 7) = Aln', 2'])
2. On veut maintenant démontrer la proposition
VnVaVy ((Aln,z] A Aln,y]) = = =y)
Dans un premier temps, on suppose
VpVavy ((p € n A Alp, ] A Alp,y]) = = =y)

et on démontre

vavy ((Aln, 2] A Aln,y)) = = = y)
Soit ' la classe binaire définie en compréhension par
p,eexr’ < Iy (c=(p,y)
A((Videlp] Ay = a) VImIw (m € n A Alm, w] A Succlm, p] Aw,y €2 )))
Montrer que la classe binaire 7’ est fonctionnelle. Soit G I'image du succes-

seur de n par la classe binaire r’, construite avec I'axiome de remplacement.

Démontrer la proposition VpVz ((p,z) € G = Alp, z]).
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Démontrer les propositions
Vp (Videlp] = (p,a) € G)

VpVp'Vavz' ((p € n A (p,x) € G A Sucelp,p'| Az, 2’ e 1) = (p',2') € G))

En déduire la proposition
Vz (Aln,z] = (n,z) € G)
Démontrer la proposition
YnVaVy (((n,x2) € GA (n,y) € G) =z =1y)
Démontrer la proposition
VnVaVy ((Aln,z] A Aln,y]) = = =y)

Soit C' le sous-ensemble de N contenant les n tels que VpVaVy ((p € n A
Alp,z] A Alp,y]) = = = y). Montrer que I’ensemble C' contient 0 et qu’il
est clos par successeur. Montrer qu’il contient tous les entiers. En déduire

VnVay ((Aln,x] A Aln,y]) = = = y)

3. Soit s la classe binaire définie en compréhension par la proposition A.
Montrer que la classe binaire s est fonctionnelle. Soit £ l'image de N par
s, construite avec ’axiome de remplacement. Montrer les propositions

a€el

Vyvy' (e ENy,y' ear) =y € E)

1.6 Variations sur le tiers exclu

Le principe du tiers exclu, que nous avons exprimé par la régle

TEAVSA tiers exclu

peut s’exprimer de nombreuses maniéres alternatives.
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1.6.1 La double négation

Une premiére est de remplacer cette régle par la régle

-4

T A double négation

ce qui donne un systéme équivalent.

Proposition 1.11

Les séquents démontrables en déduction naturelle et dans le systéme dans lequel
la régle tiers exclu est remplacée par la régle double négation sont les mémes.

Démonstration. Dans un sens, on doit montrer que si le séquent I' - =—A
est démontrable en déduction naturelle, alors c’est également le cas du séquent
I' F A, ce qui est une conséquence de la proposition 1.7. Dans 'autre, on doit
montrer que tous les séquents de la forme I' H A V =A sont démontrables
dans le systéme dans lequel la régle tiers exclu est remplacé par la régle double
négation. Un tel séquent a la démonstration

axiome

) T,~(AV—-A),AF A
T, ~(AV =A), Al =(AV —A) XM T AV -A),AF AV A
T, ~(AV —A),AF L
) T, ~(AV -A)F A
T,~(AV A F ~(AV =A) XM T (AvV-A) F AV -A
T,=(AV-A)F L
T —=(AV —A)

THAV-A

V-intro

—-élim

—-intro

V-intro
—-élim

—-intro
double négation

1.6.2 Les séquents a plusieurs conclusions

De maniére plus surprenante, il est aussi possible d’exprimer ce principe du
tiers exclu, non par une régle spéciale, mais en changeant la forme des séquents
et en considérant des séquents qui ont, non seulement plusieurs hypothéses,
mais aussi plusieurs conclusions.

Cela peut se comprendre en analysant la démonstration ci-avant. Dans le
cas ou le contexte I est vide et ou la proposition A est juste un symbole de
prédicat d’arité nulle, on cherche & démontrer le séquent = AV —A. Si on utilise
la régle V-intro, on est ramené au séquent - A ou au séquent - = A et aucun de
ces séquents n’est démontrable. La régle V-intro remplace donc la conclusion
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AV —A du séquent & démontrer par la conclusion A ou la conclusion —A,
mais, ce faisant, elle détruit la proposition A V —A. L’utilisation de la régle
double négation et de la régle —-intro peut se comprendre comme un moyen de
protéger cette proposition, en en mettant une copie en mémoire, sous la forme
de ’hypothése ~(AV—A4). On peut ensuite utiliser cette hypothése autant de fois
que 'on veut en la faisant réapparaitre dans la conclusion du séquent avec les
régles —-élim et axiome. Dans cette démonstration, on utilise cette proposition
deux fois, de maniére & utiliser deux fois la régle V-intro et obtenir la premiére
fois —A et A la seconde. La conclusion —A se transforme en I’hypothése A
et, comme on a I’hypothése et la conclusion A, on peut conclure avec la régle
aziome.

Une alternative est de laisser la proposition AV —A comme une conclusion
du séquent, mais cela demande de considérer des séquents dans lesquels il y
a, non seulement plusieurs hypothéses, mais aussi plusieurs conclusions et une
régle qui permet de dupliquer une conclusion

I'FAAA
TFAA

contraction

Cela demande en outre que les séquents soient définis, non comme des couples
d’ensembles finis, mais comme des couples de multiensembles finis.

Intuitivement, une proposition dans les conclusions d’un séquent joue le
méme role que sa négation dans les hypothéses de ce séquent. Ainsi, si la virgule
qui sépare deux hypothéses dans un séquent peut étre considérée comme une
sorte de et, celle qui sépare deux conclusions doit, quant & elle, étre considérée
comme une sorte de ou.

La démonstration ci-avant peut alors se réécrire

axiome

T AFLA
TAF LLAv—A !
TF—AAv_A nto

TFAV-A Av—A /o

TEAY A contraction

-intro

Cela méne a la définition alternative de la déduction naturelle.

Définition 1.37 (Les régles du systéeme D’)

m axiome A e I’

I'FAAA
TFAA

contraction
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-intro

TFT.A "
1A
TFAA
I'tAA T'FBA
TFAAB.A
IEANBA
TFAA /-oim
rEANBA
TFBA /\-thm
r'AA
TFAVB.A"Y

'+ B,A
TFAVB.A"Y

FFAVBA ILAFCA ILBrCA
TFC A V-elim

I Ak B, A
IT'FA= B, A
I'A=B,A T'FAA
T'FBA
IAF 1A
TF-A A
F'FAA TF-AA
TFLA
T'FAA
T'Fvz A A
LhveAA

I'F (t/z)A, Ao
'k (t/z)A, A
T'F3z A A

FF3r A A IAFB,A
TFB A

1-élim

A-intro

-intro

-intro

=-intro

=-élim

—-intro

—-élim

V-intro = non libre dans I, A

J-intro

J-élim 2 non libre dans I, A, B

Proposition 1.12

Un séquent I' F A est démontrable en déduction naturelle si et seulement s’il
est démontrable dans le systéme D’.



1.6 Variations sur le tiers exclu 43

Démonstration. Si le séquent I' H A a une démonstration en déduction natu-
relle, on montre par récurrence sur la structure de cette démonstration qu’il est,
démontrable dans le systéme D’. Toutes les régles de la déduction naturelles
sont des régles du systéme D’, sauf la régle tiers exclu. Mais, comme on l’a vu,
les séquents de la forme I' = AV —A sont démontrables dans le systéme D’'.
Réciproquement, en utilisant la proposition 1.7, il suffit de montrer que si le
séquent I' - A est démontrable dans le systéme D’, alors le séquent I, —~A - L
est démontrable en déduction naturelle. On montre, plus généralement, que si
le séquent I' - A est démontrable dans le systéme D', alors le séquent I', A
L est démontrable en déduction naturelle, ot —=A est I’ensemble formé des
négations des propositions de A. Cela se montre par récurrence sur la structure
de la démonstration de I' = A dans le systéme D’. Si cette démonstration a la

forme
T

TFAAA
TFAA

contraction

alors les ensembles I', ~A, A, —A et I, ~A, - A sont identiques et donc, par hy-
pothése de récurrence, le séquent I, ~A, A L est démontrable en déduction
naturelle. Si cette démonstration a la forme

1 Tn,
LEAGA L TR ALA
I'FB,A

oil 7 est une régle du systéme D', distincte de la régle contraction, alors par
hypothése de récurrence, les séquents Iy, A, A - L, ..., I}, A, A+ L
sont démontrables en déduction naturelle. D’aprés la proposition 1.7, les sé-
quents I, —A"+ Ay, ..., I},,mA" = A, le sont également. En utilisant la régle
de déduction naturelle homologue de la régle r de D', on construit une démons-
tration en déduction naturelle du séquent I',=A’ - B et donc, en utilisant la
proposition 1.7 & nouveau, une démonstration du séquent I, B, -A’ F L.

La proposition suivante qui est I’analogue, pour le systéme D’ de la propo-

sition 1.6.

Proposition 1.13 (L’affaiblissement)

Si le séquent I' - A est démontrable dans le systéme D’ alors c’est également
le cas des séquents I A Aet ' A A.

Démonstration. Par récurrence sur la structure de la démonstration de I" = A.
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Quand on définit une notion de vérité, comme on ’a fait dans ce chapitre,
on ne peut éviter de s’interroger sur les outils qu’il est légitime d’utiliser dans
cette définition. D’un c6té, on ne peut pas faire comme si on ne connaissait rien.
Si on ne disposait d’aucun langage, d’aucun concept, d’aucune notion préalable
de vérité, comment pourrait-on donner une définition ? D’un autre co6té, si on
disposait déja de la notion de vérité mathématique toute entiére, on pourrait
donner la définition triviale : la proposition « Tout espace vectoriel admet une
base » est vraie si tout espace vectoriel admet une base.

Dans ce chapitre, nous avons donné une définition intermédiaire entre ces
deux extrémes : la proposition « Tout espace vectoriel admet une base » est
vraie s’il existe une démonstration 7 de cette proposition.

Pour énoncer cette définition, il est certes nécessaire de disposer de notions
mathématiques comme celles de nombre entier, d’ensemble fini ou d’arbre. Ce-
pendant, une démonstration est constituée d’un nombre fini de symboles et
le fait qu’une suite de symboles soit une démonstration d’une proposition ou
non est, quelque chose que chacun peut vérifier : il suffit de vérifier que chaque
étape est bien ’application d’une régle de la déduction naturelle. La proposition
« La suite de symboles 7 est une démonstration de la proposition “Tout espace
vectoriel admet une base” » n’utilise donc que des objets finis et des relations
vérifiables entre ces objets. On dit qu’une telle proposition est combinatoire.
La notion préalable de vérité dont il est nécessaire de disposer pour pouvoir
comprendre la définition que nous avons donnée ici se limite donc & la notion
élémentaire de vérité des propositions combinatoires.
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Apreés avoir donné une définition de la notion de démonstration, au cha-
pitre précédent, nous allons, dans ce chapitre, étudier certaines propriétés des
démonstrations. En particulier nous allons introduire des outils qui permettent,
de démontrer des résultats d’indépendance de la forme : il n’existe pas de dé-
monstration de la proposition A dans la théorie 7.

S’il était nécessaire de se restreindre & des propositions combinatoires pour
définir la notion de démonstration, aucune restriction n’est, en revanche, néces-
saire pour étudier les démonstrations : pour démontrer des résultats d’indépen-
dance, nous pouvons utiliser tous les outils mathématiques que nous voulons.

2.1 La notion de modéle
Définition 2.1 (Modéle)

Soit £ = (S,F,P) un langage. Un modéle de ce langage est une structure
M = (My)ses, B, BT, (f)rer, (P)pep, T, L, 2, A, V, 2,7, 3) formée,
— pour chaque sorte s de S, d’un ensemble non vide Mg,
— d’un ensemble non vide B, d’un sous-ensemble B+ de B,
— pour chaque symbole de fonction f de F d’arité (s1,...,8n,s) d’une
fonction f de M, x ... x Mg, dans My,
pour chaque symbole de prédicat P de P d’arité (s, ..., s,) d’une fonc-
tion P de My, x ... x M, dans B,
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de deux éléments T et L de B, d’une fonction = de B dans B, de fonctions
A, Vet = de B x B dans B et de deux fonctions ¥ et 3 de p(B) dans B
ol pT(B) est 'ensemble des parties non vides de B.

Soit £ = (S,F,P) un langage et M un modéle de ce langage. On veut
définir une fonction [ ]| qui associe, & chaque terme terme t de sorte s, un
élément [t] de M et, & chaque proposition A, un élément [A] de B. On veut, en
outre, que cette fonction soit un morphisme, c’est-a-dire que [f(¢1,...,tn)] =
f(Mal, s D), [P, t)] = P([]L - - [t]), [ANB] = /A\([[A]]v [BD), -
On sait qu’un morphisme d’espaces vectoriels est complétement défini par son
image sur une base de I’espace de départ. De méme, un morphisme entre un
langage et un modeéle est complétement défini par son image sur les variables.
Cela méne a la définition suivante.

Définition 2.2 (Valuation)

Soit £ = (S§,F,P) un langage, M un modéle de ce langage et (V;)ses une
famille d’ensembles de variables. On appelle wvaluation une fonction de do-
maine fini qui associe aux variables z1, ..., z, de sortes s1, ..., s, des éléments

a1y an de My, ..., M, .

La valuation qui lie I’élément a; & la variable z1, ..., a, & la variable x,,
s’écrit x1 = a1,...,Tn, = an. Si ¢ est une valuation, x une variable et a un
élément de M on note (¢, z = a) la valuation qui prend la méme valeur que ¢
partout sauf en x ou elle vaut a.

Une valuation se prolonge naturellement en un morphisme [ [4 entre les
termes et propositions du langage £ dont les variables libres sont dans le do-
maine de ¢ et le modéle M, en définissant [z], comme ¢(x), [f(t1,...,tn)]e
comme f([t1]g,-- -, [tnls), - -- En fait, les quantificateurs et les variables lices
compliquent un tout petit peu la définition. En effet, les variables libres de la
proposition A sont toutes celles de Vx A plus, potentiellement, z. Pour définir
[Vz A]g, on doit donc commencer par considérer toutes les valeurs [A]s z—q
obtenues en associant a x un élément quelconque a de M, on obtient alors un
sous-ensemble non vide de B auquel on applique la fonction 9, qui doit donc
étre une fonction de ’ensemble des parties non vides de B dans B.

Définition 2.3 (Dénotation)

Soit £ = (8, F,P) un langage, M un modeéle de ce langage, (Vs)ses une famille
d’ensembles de variables, ¢ une valuation et ¢ un terme dont les variables libres
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sont dans le domaine de ¢, la dénotation du terme ¢ dans le modéle M pour la
valuation ¢ est I’élément [t], de M, ainsi défini par récurrence sur la structure
de t

- [[SU]]¢ = ¢($), .

- [f - t)]e = f(Ttade, - - - [Eade)-
Soit A une proposition dont les variables libres sont dans le domaine de ¢,
la dénotation de la proposition A dans le modéle M pour la valuation ¢ est
léléement [A], de B ainsi défini par récurrence sur la structure de A

- [Pt ~;vtn)ﬂ¢ = P([t1]s, - -, [tnlle).

[Tl =T,

- [Lle =1,
[-A]s = =([A]s).
[A A Bls = A[A]s, [Bls),
[AV Bls = V([Als, [Bls),
[A = Bls = =([Als, [Bly),
[Ve A]s = Y({[[A]]tﬁ,w:a | a € Ms}),
Bz Als = A{[Alp,e=a | @ € Ms}).

Proposition 2.1 (Substitution)

[(w/z)t]y = [t]g,c=[u1,
[(u/x)Aly = [Alg,e=[u].,

Démonstration. Par récurrence sur la structure de t et sur celle de A.

Définition 2.4 (Validité)

Soit £ = (S, F,P) un langage, M un modele de ce langage, (Vs)scs une famille
d’ensembles de variables. Une proposition close est valide dans le modéle M si
[A]lg appartient & ’ensemble BT. On dit aussi dans ce cas que M est un modéle
de A.

Une proposition A qui contient les variables libres 1, ..., z, est valide dans
le modéle M si la proposition close Vo ... Vz, A lest, c’est-a-dire si pour toute
valuation ¢, dont le domaine contient les variables z1, ..., %, [A], appartient

a I'ensemble BT.

Un séquent Ai,...,A, F Bi,...,B, est valide dans le modéle M si la
proposition (A1 A...AAy) = (B1 V...V By) lest.

Une théorie 7 est valide dans un modéle si tous ses axiomes le sont.
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Définition 2.5 (Modéle bivalugé)

Soit £ = (S, F,P) un langage. Un modéle bivalué de L est un modele dans
lequel B = {0,1}, Bt = {1}, T =1, L =0 et &, A, V, = V et 3 sont les
fonctions

=10 1
1
A0 1[|V|0 1]|=]0 1
0|0 0]]0]0 1 0|11 1
110 1 111 1 170 1

vi{oy {01} {1} |3 {0} {01} {1}
0 0 1 0 1 1

Dans la suite de ce livre, tous les modéles seront bivalués.

Exercice 2.1

On considére le langage & une sorte de termes formé d’un symbole de fonction
binaire + et d’un symbole de prédicat binaire =. Soit M; le modéle formé de
I’ensemble N, de I’addition sur N et de la fonction caractéristique de I’égalité
sur N, c’est-a-dire de la fonction = de N? dans {0,1} telle que =(n,p) = 1 si
n = p et =(n,p) = 0 sinon. La proposition VzVy3z (z 4+ z = y) est-elle valide
dans ce modéle ?

Meéme question pour le modéle My formé de ’ensemble Z de 1’addition et
de la fonction caractéristique de 1'égalité sur Z.

La proposition VaVy (z+y = y+ z) est-elle valide dans M; ? Et dans My ?
Donner un exemple de modéle dans lequel cette proposition n’est pas valide.

2.2 Le théoréme de correction

Un intérét de la notion de modéle est que la validité dans un modéle est un
invariant de la démontrabilité : tous les séquents démontrables sont donc valides
dans tous les modéles. De ce fait, si une proposition est démontrable dans une
théorie, alors elle est valide dans tous les modéles de cette théorie. Cela donne
une méthode pour montrer qu’une proposition n’est pas démontrable dans une
certaine théorie : il suffit de montrer qu’il existe un modéle de cette théorie
dans lequel elle n’est pas valide. Ce principe est exprimé par la deuxiéme forme
du théoréme de correction ci-aprés.
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Proposition 2.2

Si un séquent A;,..., A, F By, ..., B, est démontrable en déduction naturelle,
alors il est valide dans tous les modéles.

Démonstration. Par récurrence sur la structure des démonstrations.

De cette proposition, on peut déduire le théoréme de correction qui peut se
formuler sous trois formes équivalentes.

Théoreme 2.1 (Correction)

Soit, 7 une théorie et A une proposition.

1. Si A est démontrable dans 7, alors A est valide dans tous les modéles de

7.

2. S'il existe un modeéle de 7 qui n’est pas un modéle de A, alors A n’est pas
démontrable dans 7.

3. Si 7 a un modéle, alors 7 est cohérente.

Démonstration. Soit M un modéle de la théorie 7 et A une proposition dé-
montrable dans 7. Il existe un sous-ensemble fini Hy,..., H, de 7, tel que le
séquent Hi,...,H, F A soit démontrable. D’aprés la proposition 2.2, ce sé-
quent est valide dans M, c’est-a-dire que la proposition (H1 A...AH,) = A
est valide dans ce modéle. Les propositions Hy, ... H, étant valides dans M
on en déduit que A également est valide dans M, ce qui montre la proposition
(1.) La proposition (2.) est une conséquence triviale de (1.) et la proposition
(3.) est une conséquence de (2.), en prenant A = 1.

Exercice 2.2

Soit la théorie formeée de ’axiome P(c)V Q(c). Montrer que la proposition P(c)
n’est pas démontrable dans cette théorie. Montrer que la proposition —P(c)
n’est pas démontrable non plus. Qu’en est-il de la proposition Q(c)?

On peut utiliser le théoréme de correction pour démontrer que 'axiome de
Iinfini n’est pas démontrable & partir des autres axiomes ZF'.

Définition 2.6 (L'ensemble des ensembles héréditairement finis)

Soit V,, la suite d’ensembles définie par récurrence par Vo = @ et V11 = p(V;).
Soit Vw = Ul‘/;
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Proposition 2.3

Soit le modele M = (M,, My, é3,=,€) ou M, = V,,, My = p(M, x M,),
€2 la fonction de M, x M, x M, dans {0,1} telle que éx(a,b,c) =1 si (a,b)
appartient & ¢ et éa(a,b,c) = 0 sinon, = la fonction de M, x M, dans {0,1}
telle que =(a,b) =1 si a = b et =(a,b) = 0 sinon, € la fonction de M, x M,
dans {0, 1} telle que €(a,b) = 1 si a appartient a b et €(a,b) = 0 sinon.

Le modéle M est un modéle de tous les axiomes de ZF' sauf 'axiome de
I’infini.

Démonstration. On montre, par exemple, que c¢’est un modéle de 'axiome de
la réunion. Remarquons tout d’abord que la réunion d’une famille de parties de
V; étant une partie de Vj, la réunion d’une famille d’éléments de V;,; est un
élément de V1. On montre ensuite que, si c est un élément de V,,, la réunion
Upce b des éléments de c appartient également a V,,. Comme c € V,, il existe,
par définition de V,,, un entier ¢ non nul tel que c € V;. Sii =1, c = et la
réunion des éléments de c est également I’ensemble vide, c’est, donc un élément
de V,,. Sinon, il existe un entier j tel que ¢ = j 4+ 2. On a ¢ € V12, donc
¢ C Vjq1 et les éléments de c appartiennent a Vj;,. C’est donc aussi le cas de
la réunion des éléments de ¢, qui appartient donc & V,,. On a donc

[Vw (w € z = (v (w € v AV € )))]azc =y, .0 =1

et donc

[Vz3Vw (w €z (Fv (wevAvex)))] =1
On montre de méme que 'axiome d’extensionalité, I'axiome des parties et
I’axiome de remplacement sont valides dans ce modéle.

Les axiomes de ’égalité et le schéma de compréhension binaire sont trivia-
lement valides dans ce modéle.

On montre enfin, par 'absurde, que 'axiome de 'infini n’est pas valide
dans ce modéle. On commence par montrer, par récurrence sur 4, que tous les
¢éléments de V; sont des ensembles finis. On en déduit que tous les éléments de
V,, sont des ensembles finis.

Si 'axiome de 'infini était valide dans V,, il existerait un ensemble a dans
V., qui contient I'ensemble vide et qui contient 'ensemble b U {b} chaque fois
qu’il contient un ensemble b. Cet ensemble contiendrait donc tous les éléments
de la suite définie par récurrence par : eg = &,e1 = {eg},ea = {eg,€1},e3 =
{eo,e1,€2},...,ei41 = e; U{e;}, ... Ces éléments étant tous distincts, ’en-
semble a serait infini.

Proposition 2.4

[’axiome de 'infini n’est pas démontrable & partir des autres axiomes de ZF.
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Démonstration. Tous les axiomes de ZF, sauf ’axiome de l'infini, sont valides
dans le modéle M de la proposition 2.3.

2.3 Le théoréme de complétude

Nous avons vu que, d’aprés le théoréme de correction, si une proposition A
est démontrable dans une théorie 7, alors elle est valide dans tous les modéles de
cette théorie. Le théoréme de complétude, démontré par K. Godel en 1930, mais
qui n’est pas le célébre théoréme de Gddel, est la réciproque de ce théoréme.

2.3.1 Les trois formes du théoréme de complétude

Comme le théoréme de correction, le théoréme de complétude peut se for-
muler sous trois formes équivalentes.

Théoreme 2.2 (Complétude)

Soit 7 une théorie et A une proposition.

1. Si A est valide dans tous les modéles de 7, alors A est démontrable dans

7.

2. Si A n’est pas démontrable dans 7, alors il existe un modéle de 7" qui n’est
pas un modéle de A.

3. Si 7 est cohérente, alors 7 a un modéle.

Les formes (1.) et (2.) sont trivialement équivalentes. La forme (3.) est une
conséquence de (2.) en prenant A = L. Montrons que la forme (2.) est une
conséquence de (3.). Considérons une théorie 7 et une proposition A qui n’est
pas démontrable dans cette théorie. D’aprés la proposition 1.7, la proposition
L n’est pas démontrable dans la théorie 7,—A. D’apres (3.), la théorie 7,-A
a donc un modeéle. Ce modéle est un modeéle de 7, mais pas un modéle de A.

2.3.2 La démonstration du théoréme de complétude

Nous allons démontrer le théoréme de complétude dans sa forme (3.) et
nous restreindre au cas d’un langage fini ou dénombrable.
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Soit £ = (S, F,P) un tel langage et 7 une théorie cohérente dans ce langage.
Nous devons construire un modéle de cette théorie. L'idée est de définir le
domaine Mg comme I’ensemble des termes clos de sorte s, de définir la fonction

f comme la fonction qui aux termes clos tq, . .., t, associe le terme flr, .. tn)
et de définir la fonction P comme la fonction qui & t¢1,...,%, associe 1 ou 0
selon que la proposition P(t1,...,t,) est démontrable ou non.

Cependant, méme en supposant la théorie 7 cohérente, le modéle ainsi
construit n’est pas toujours un modéle de cette théorie. Si la théorie 7 est
constituée, par exemple, d’un seul axiome P(c)V Q(c), ni la proposition P(c) ni
la proposition Q(c¢) ne sont démontrables  voir I’exercice 2.2. Donc, en suivant
la construction ci-avant, nous serons amenés a poser P(c) = 0 et Q(c) = 0.
Ainsi, la proposition P(c) V Q(c) ne sera pas valide dans ce modéle.

Pour que cette construction fonctionne, il est donc nécessaire, dans un pre-
mier temps, de compléter la théorie : quand une proposition A est indéterminée,
c’est-a-dire que ni A ni = A ne sont démontrables, il faut faire un choix et ajou-
ter axiome A ou 'axiome —A. Si, dans cet exemple, on ajoute l'axiome P(c)
alors, en construisant le modéle, on sera amené & poser P(c) =1 et, de ce fait,
la proposition P(c) V Q(c) sera valide dans le modéle. Si, en revanche, on pose
Paxiome —P(c), alors la proposition Q(c) devient démontrable, en construisant
le modéle, on sera amené a poser Q(c) = 1 et la proposition P(c) V Q(c) sera
donc encore valide.

Toutefois, compléter ainsi la théorie n’est pas suffisant. Par exemple, pour
la théorie =P(c), 3z P(x), la construction ci-avant nous méne a poser M = {c}
et P(c) = 0. La proposition 3z P(z) n’est donc pas valide dans ce modéle. Le
probléme est ici qu’il n’y a pas de terme clos témoin du fait qu’il existe un
objet qui vérifie la propriété P. Il est donc nécessaire, avant de construire le
modeéle ci-avant d’ajouter une constante d et I’axiome P(d). Cette constante d
s’appelle le témoin de Henkin de la proposition 3z P(z).

La démonstration du théoréme de complétude demande donc de montrer
d’abord la proposition suivante.

Proposition 2.5

Soit £ = (S, F,P) un langage et 7 une théorie cohérente dans ce langage. 1l
existe un langage £’ tel que £ C L’ et une théorie U dans le langage £’ telle
que 7 C U et qui vérifie les propriétés suivantes.
1. La théorie U est cohérente.
2. Pour toute proposition close A dans le langage L', la proposition A est
démontrable dans U ou la proposition = A est, démontrable dans I.
3. Sila proposition dz A est démontrable dans U, alors il existe une constante
¢ telle que (¢/x)A soit démontrable dans U.
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La démonstration de cette proposition est similaire & celle du théoréme de
la, base incompléte : on examine les propositions une par une de maniére &
sélectionner certaines d’entre elles. Quand on examine la proposition A, on
se demande si A ou —A sont démontrables & partir des axiomes de 7 et des
propositions déja sélectionnées. Si A est démontrable, on la sélectionne. Si —=A
est démontrable, on la sélectionne. Si ni A ni —A ne sont démontrables, alors on
sélectionne arbitrairement A. Si en outre A a la forme dx B, alors on sélectionne
également la proposition (¢/x)B ot ¢ est une nouvelle constante que 'on ajoute
au langage.

Démonstration. Soit H = {c} un ensemble dénombrable contenant une infinité
de constantes ¢, ¢j, c3, ... de chaque sorte s. Soit £ le langage (S, F W H,P).

Le langage L et les ensembles V, étant dénombrables, ’ensemble des pro-
positions de ce langage est dénombrable. Soit. Ag, A1, As, ... une énumération
de cet ensemble. On définit la famille de théories U, ainsi. On pose Uy = 7.
Si A, est démontrable dans la théorie U,,, alors on pose B = A,,, si —A,, est
démontrable dans la théorie U,,, alors on pose B = —A,, et si ni A, ni A, ne
sont démontrables dans la théorie U,,, alors on pose arbitrairement B = A,,. Si
B n’a pas la forme 3z C, alors on pose U, +1 = U, U {B} et si B a la forme
Jz C, alors on pose Up11 = U, U{B, (ci/z)C}, o s est la sorte de x et i est
le plus petit entier tel que la constante ¢} n’apparaisse pas dans U, ni dans B.
Une telle constante existe toujours, car seules un nombre fini de constantes de
H apparaissent dans chaque U;. Enfin, on pose U = |J, U;.

On montre par récurrence sur ¢ que toutes les théories Uf; sont cohérentes.
On en déduit que la théorie U, elle-méme, est cohérente. En effet, s’il existait
une démonstration de L dans U, il existerait un sous-ensemble fini By,..., B,
de U tel que le séquent By,..., B, - L soit démontrable. Chaque proposition
B; appartiendrait & un ensembles U;; et toutes appartiendraient & Uy ou k est
le plus grand des i;. La théorie U}, serait donc contradictoire, ce qui n’est pas
le cas.

Soit A une proposition close quelconque. Il existe un indice 7 tel que 4; = A
et 'une des propositions A ou —A est un élément de U; 1. De ce fait, la théorie U
contient 'axiome A ou I'axiome —A et démontre donc 'une de ces propositions.

Enfin, si la proposition dx A est démontrable dans U, alors il existe un
indice i tel que A; = dx A. Comme la théorie U; est cohérente et démontre
la proposition A;, elle ne démontre pas la proposition =A;. De ce fait, U; 11 =
U; U{3z A, (¢/x)A} pour une certaine constante c. La théorie U contient donc
Paxiome (¢/x)A et démontre donc cette proposition.

Proposition 2.6

Soit U une théorie qui vérifie les propriétés suivantes.
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. La théorie U est cohérente.

. Pour toute proposition close A, la proposition A ou la proposition —A est
démontrable dans U.

Si la proposition dx A est démontrable dans U/, alors il existe un terme clos
t telle que la proposition (t/x)A soit démontrable dans U.

Alors

— La proposition = A est démontrable si et seulement si la proposition A

n’est pas démontrable dans U.

La proposition A A B est démontrable dans U si et seulement si la pro-
position A est démontrable dans U et la proposition B est démontrable
dans U.

La proposition A V B est démontrable dans U si et seulement si la pro-
position A est démontrable dans U ou la proposition B est démontrable
dans U.

La proposition A = B est démontrable dans U si et seulement si si la
proposition A est démontrable dans U/, alors la proposition B est démon-
trable dans U.

La proposition Vx A est démontrable dans U si et seulement pour tout
terme clos ¢, la proposition (¢/x)A est démontrable dans U.

La proposition 3z A est démontrable dans U si et seulement s’il existe
un terme clos ¢, tel que la proposition (¢/x)A soit démontrable dans U.

Démonstration.

Si la proposition A est démontrable dans U, la théorie U étant cohérente,
la proposition = A n’est pas démontrable dans U. Réciproquement, d’aprés
la deuxiéme condition, si la proposition —=A n’est pas démontrable dans
U, la proposition A est démontrable dans U.

Si les propositions A et B sont démontrables dans U alors la proposition
AN B l'est également en utilisant de la régle A-intro. Réciproquement, si
la proposition A A B est démontrable dans U, les propositions A et B le
sont, également, en utilisant de la régle A-élim.

Si la proposition A ou la proposition B est démontrable dans U/, alors la
proposition A V B 'est également, en utilisant la régle V-intro. Récipro-
quement, si la proposition A V B est démontrable dans U, alors, d’aprés
la deuxiéme condition, la proposition A ou la proposition = A est démon-
trable dans /. Dans le premier cas, la proposition A est démontrable dans
U, dans le second, comme les proposition AV B et = A sont démontrables,
la proposition B est démontrable dans U avec les régles axiome, —-élim,
1-élim et V-élim.

Supposons que si la proposition A est démontrable dans ¢/ alors la pro-
position B est démontrable dans /. Dans ce cas, d’aprés la deuxiéme
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condition, ou bien la proposition A est démontrable dans ¢/ ou bien la
proposition —A est démontrable dans U. Dans le premier cas, la pro-
position B est démontrable dans U et donc la proposition A = B est
démontrable avec la régle =-intro. Dans le second, la proposition = A est
démontrable et donc la proposition A = B est démontrable avec les régles
=-intro, L-élim et —-élim. Réciproquement, si A = B est démontrable
dans U, alors, si A est démontrable dans U, alors B est démontrable dans
U avec la régle =-élim.

— Supposons que pour tout terme clos ¢, la proposition (t/x)A soit dé-

montrable dans Y. Si la proposition Iz —A était démontrable dans U,
alors, d’aprés la troisiéme condition, il existerait un terme clos ¢ telle que
—(t/x)A soit démontrable. La théorie U serait alors contradictoire. La
proposition 3x = A n’est donc pas démontrable dans U et donc la propo-
sition ~3x —A 'est. La proposition Vz A est donc démontrable d’aprés la
proposition 1.8. Réciproquement, si la proposition V& A est démontrable
dans la théorie U, toutes les propositions (¢/x)A sont démontrables avec
la régle V-élim.
S’il existe un terme clos ¢, tel que la proposition (¢/x)A soit démontrable
dans U alors, la proposition Jz A est démontrable avec la régle 3-intro.
Réciproquement, si la proposition 3z A est démontrable dans U alors,
d’aprés la troisiéme condition, il existe un terme clos ¢ telle que (t/x)A
soit démontrable dans .

On peut enfin démontrer le théoréme de complétude.

Démonstration. Soit 7 une théorie cohérente et U/ la théorie construite a la
proposition 2.5. On définit le domaine Mg comme ’ensemble des termes clos
de sorte s du langage £’; on définit la fonction f comme la fonction qui aux
termes clos t1,...,t, associe le terme f(t1,...,t,) et la fonction P comme la
fonction qui a t1,...,t, associe 1 ou 0 selon que la proposition P(t1,...,t,)
est démontrable dans U ou non.

Soit A une proposition close. On démontre par récurrence sur la structure
de la proposition A que A est démontrable dans U si et seulement si A est
valide dans ce modéle. Si A est une proposition atomique, I’équivalence est une
simple conséquence de la définition des fonctions P.Si A est de la forme B ANC,
la proposition A est démontrable dans U si et seulement si les propositions B
et C le sont également — proposition 2.6 — si et seulement si les propositions
B et C sont valides dans M — hypothése de récurrence — si et seulement si
la proposition A est valide dans M. On procéde de méme dans les autres cas.

Dans cette démonstration, on s’est restreint au cas des langages finis ou
dénombrables. Le théoréme de complétude s’étend aux langages non dénom-
brables et ’esprit de la démonstration est identique. La seule différence est
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dans la démonstration de la proposition 2.5. On doit tout d’abord ajouter un
ensemble de constantes de chaque sorte, non pas dénombrable, mais de méme
cardinal que le langage. Ensuite, au lieu d’énumérer les propositions, il est né-
cessaire de bien les ordonner, en utilisant ’axiome du choix. Enfin, la famille
d’ensembles (U;); n’est plus indexée par les entiers, mais par un ordinal plus
grand.

2.3.3 Les modéles égalitaires

Définition 2.7 (Modéle égalitaire)

Soit £ un langage qui contient des prédicats = de sorte (s, s) pour certaines
sortes s et 7 une théorie qui contient au moins les axiomes de ’égalité pour
ces sortes. On appelle modéle égalitaire de la théorie 7 un modéle dans lequel
les fonctions =4 sont les fonctions définies sur My par =,(z,y) = 1lsiz =y et
=,(z,y) = 0 sinon.

Proposition 2.7 (Complétude pour les modéles égalitaires)

Soit une théorie 7 contenant au moins les axiomes de I’égalité, alors si 7 est
cohérente, elle a un modéle égalitaire.

Démonstration. TLa théorie étant cohérente, elle a un modeéle M. Sur les
sortes s munies d’'un prédicat d’égalité, on définit la relation Rs qui relie a
et b quand =(a,b) = 1. Cette relation est une relation d’équivalence. On pose
M. = M;/Rs. Le modéle M étant un modeéle des axiomes de ’égalité, toutes
fonctions f et P passent au quotient. On définit ainsi un modeéle égalitaire M’
qui valide les mémes propositions que M. C’est donc un modeéle de 7.

2.3.4 Les démonstrations de cohérence relative

Une application importante du théoréme de complétude est qu’il permet
de faire des démonstrations de cohérence relative. Le modéle V,, construit & la
section 2.2 est un modéle de la théorie ZF7, c’est-a-dire de la théorie formée des
mémes axiomes que ZF mais dans laquelle axiome de l'infini a été remplacé
par sa négation. La construction de ce modéle peut se formaliser dans ZF', c’est-
a-dire que la proposition « Il existe un modéle de ZFf » est démontrable dans
ZF. D’aprés le théoréme de correction, on peut en déduire que la proposition
« La théorie ZF/ est cohérente » est démontrable dans ZF.
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Cette situation est cependant exceptionnelle. Si, au lieu de cet exemple
élémentaire de ZF7, on considére les exemples plus intéressants de ZFC ou
de ZF-C obtenus en ajoutant aux axiomes de ZF respectivement ’axiome du
choix et sa négation, alors, une conséquence du second théoréme d’incomplétude
de Go6del — qui ne sera pas abordé dans ce livre, mais qui montre que sous
des conditions assez générales, la cohérence d’une théorie ne peut pas étre
démontrée dans cette méme théorie — est qu’il est impossible de démontrer,
dans ZF, la cohérence de ZF et a fortiori celle de ZFC ou ZF-C.

En revanche, il est possible de démontrer dans ZF' des théorémes de cohé-
rence relative. Ainsi, K. Gddel a démontré que si la théorie ZF est cohérente,
alors la théorie ZF'C' également et A. Fraenkel et A. Mostowski que si la théorie
ZF est cohérente, alors la théorie ZF—-C' également.

Autrement dit, pour démontrer la cohérence des théories ZFC et ZF-C, on
ajoute 'axiome « La théorie ZF est cohérente » aux mathématiques ordinaires,
formalisables dans ZF'. Ensuite, ces démonstrations utilisent le théoréme de
complétude, pour déduire, de la cohérence de ZF, 'existence d’'un modéle de
Z F | puis elles construisent un modéle de ZFC ou ZF—-C en utilisant ce modéle.

Exercice 2.3

Dans cet exercice, inspiré de la démonstration de Fraenkel et Mostowski de la
cohérence relative de ZF—C, on montre que si ZF est cohérente, alors ZF* est
cohérente, oit Z F'T est la théorie obtenue en ajoutant & ZF 'axiome 3z (z € z).
Autrement dit, si ZF est cohérente, alors elle ne démontre pas la proposition
—-3Jx (x € ).

1. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes.
(a) Si ZF est cohérente alors ZF ™ est cohérente.
(b) Si ZF a un modéle alors ZFT a un modéle.
(c) Si ZF a un modéle égalitaire alors ZF™ a un modéle égalitaire.
On se propose de démontrer la proposition (c). Soit M = (M, C, é2, €) un
modéle égalitaire de ZF'.

2. Montrer qu’il existe dans M un élément O tel que I'on n’ait a € 0 pour

aucun élément a de M. Montrer qu’il existe dans M un élément 1 tel que
pour tout élément a de M, on ait a € 1 si et seulement si a = 0.
Soit f la bijection de M dans M définie par f(0) =1, f(1) =0et f(a) =a
si a est distinct de 0 et 1. Soit M’ le modele (M,C,é, &) on & est la
relation définie par a € b si et seulement si a & f(b). On veut montrer que
M’ est un modéle égalitaire de ZFT.

3. Montrer qu'il existe une proposition Zéro telle que [Zéro]M, = 1 si et
seulement si a = 0. Montrer qu’il existe une proposition Un telle que
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[Un]M, = 1 si et seulement si @ = 1. Montrer qu'il existe une propo-
sition F' telle que [[F]}é":‘a,y:b = 1 si et seulement si b = f(a). Montrer qu'il
existe une proposition E telle que [[Eﬂﬁiaﬂl:
Montrer que M’ est un modéle du schéma de compréhension des classes

binaires.

, = 1 si et seulement si a e,

Montrer que ’axiome d’extensionalité est valide dans M.

5. Soit a un élément de M. On pose a; = f(a). Montrer qu'il existe un

élément ay de M tel que = € ap si et seulement s’il existe un y tel que
x = f(y) et y € a;. Montrer qu’il existe un élément a3 de M tel que x € a3
si et seulement 8'il existe un z tel que x € z et 2z € ag. Soit as = f~1(a3).
Montrer que x €' a4 si et seulement s'il existe un y tel que z €’ y et y € a.
Montrer que I’axiome de la réunion est valide dans M’.

Soit a un élément de M. On pose a; = f(a). Montrer qu’il existe un
élément as de M tel que € as si et seulement si pour tout z, z € x
implique z € a;. Montrer qu’il existe un élément a3z de M tel que = € a3
si et seulement f(z) € ay. Soit ay = f~'(as). Montrer que 2 &€ ay si et
seulement si pour tout z, z ez implique z ¢’ a. Montrer que 'axiome de
I’ensemble des parties est valide dans M.

Soit @ un élément de M et r un élément de C qui est une classe binaire
fonctionnelle, c’est-a-dire tel que si a,b €3 r et a,b’ é r alors b=10". On
pose a; = f(a). Montrer qu'il existe un élément ay de M tel que z € ag si
et seulement s’il existe un y tel que y € ay et y,z é r. Soit az = f~1(asz).
Montrer que z €' ag si et seulement il existe un y tel quey € a et y, z é 7.
Montrer que ’axiome de remplacement est valide dans M’.

Dans cette question on admettra le résultat suivant, démontré a ’exercice
1.18 : Si a est un élément de M et r un élément de C qui est une classe
binaire fonctionnelle, alors il existe un élément E de M tel que a € E et
siz € E etx,x’ é&r alorsx’ € E.

Montrer que il n’existe pas d’objet a tel que a e

Soit @ un élément de M. Soit S(a) I’élément de M tel que x € S(a) si et
seulement si z € @ ou & = a et S'(a) I'élément de M tel que z & S'(a)
si et seulement si z € a ou x = a. Montrer que si @ n’est ni 0 ni 1, alors
S’'(a) = S(a). Quel est Pobjet S’(0)? Et l'objet S’(1)? Montrer que la
classe binaire r telle que a,b éx r si b = S5’(a) appartient a C et qu’elle est
fonctionnelle.

Montrer qu'il existe un ensemble I’ qui contient 1 et tel que si a € I’ alors
S'(a) €T'.

Montrer que ’axiome de l’infini est valide dans M’.

Montrer que 0 ¢’ 0. Montrer que la proposition 3z (z € z) est valide dans

M.
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2.3.5 La conservativité

Définition 2.8 (Extension)

Soient £ et £’ deux langages tels que £ C L. Soit 7 une théorie exprimée dans
L et T’ une théorie exprimée dans £'. La théorie 7’ est une extension de 7 si
toutes les propositions démontrables dans 7 sont démontrables dans 7.

Définition 2.9 (Extension conservatrice)

Soient £ et £’ deux langages tels que £ C L'. Soit 7 une théorie exprimée dans
L et 7' une théorie exprimée dans £’ qui est une extension de 7. La théorie
T’ est une extension conservatrice de T si toutes les propositions de £ qui sont
démontrables dans 7’ sont démontrables dans 7.

Par exemple, si le langage £ contient une constante ¢ et un symbole de
prédicat P et que la théorie 7 est formée de ’axiome P(c), alors, en ajoutant
une constante d et ’axiome P(d), on obtient une extension conservatrice : certes
la proposition P(d) est démontrable dans 7’ alors qu’elle ne I’était pas dans 7,
mais, comme nous allons le voir, toutes les propositions du langage £  ce qui
n’est pas le cas de P(d)  qui sont démontrables dans 7’ le sont également
dans 7.

En revanche, si le langage £ contient une constante ¢ et un symbole de
prédicat P et que la théorie 7 est vide, alors, en ajoutant une constante d
et 'axiome P(d), on obtient une extension qui n’est pas conservatrice, car la
proposition 3z P(x), qui est bien formée dans 7, est démontrable dans 7’ mais
pas dans 7.

Si cela est possible dans les cas simples comme celui-ci, il est en général
difficile de montrer qu’une extension est conservatrice en montrant directement,
qu’'une démonstration dans 7’ se traduit en une démonstration dans 7. En
revanche le théoréme de complétude fournit un outil efficace pour montrer
qu’une théorie est une extension conservatrice d’une autre.

Définition 2.10 (Extension d'un modéle)

Soit £ et £’ deux langages tels que £ C L'. Soient M un modele de £ et M’
un modeéle de £’. Le modéle M’ est une eztension de M si pour toute sorte s
de £ on a My = M., et pour tout symbole de fonction ou de prédicat f de £

ona fM= fM'
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Proposition 2.8

Soit £ un langage et 7 une théorie exprimée dans ce langage. Soit £ un langage
tel que £ C L' et 7' une théorie dans £’ telle que 7 C 7. Si pour tout modéle
M de T il existe une extension M’ de M qui est un modele de 77, alors 7’
est une extension conservatrice de 7.

Démonstration. Soit A une proposition du langage £ qui est démontrable dans
T’. Soit M un modéle quelconque de 7, il existe un modéle M’ de 7’ qui
est une extension de M. Le modele M’ étant un modele de 77, la proposition
A est valide dans M’, donc sa dénotation dans M’ est 1. Comme M’ est
une extension de M la dénotation de A dans M est la méme, c’est-a-dire 1
également. La proposition A est donc valide dans M. La proposition A étant
valide dans tous les modéles de 7, elle est démontrable dans 7.

Par exemple, si £ contient ¢ et P et que la théorie 7 est formé de 'axiome
P(c), en ajoutant une constante d et 'axiome P(d) on obtient une extension
conservatrice. En effet, un modéle M de 7 s’étend en un modeéle de 7’ en
posant d=c¢.

Exercice 2.4

A Pexercice 1.6, nous avons montré que les propositions A et les théories T
exprimées dans un langage a plusieurs sortes de termes pouvaient se relativiser
en des propositions |A| et des théories |7| d’un langage a une seule sorte de
termes, de maniére a ce que, si la proposition close A est démontrable dans 7,
alors la proposition |A| est démontrable dans |7|.

Montrer que, réciproquement, si |A| est démontrable dans |7| alors A est
démontrable dans 7.

Quand on formule ’arithmétique ou la théorie des ensembles on peut éviter
d’utiliser la notion de classe, et donc les sortes k et o et les symboles € et €s,
en remplacant chaque axiome qui utilise les classes par un schéma d’axiome,
c’est-a-dire une infinité d’axiomes : par exemple, I'axiome de récurrence est
remplacé par le schéma de récurrence qui est I’ensemble contenant, pour chaque
proposition A, 'axiome

Yoy ...V, ((0/y)A = ¥Ym ((m/y)A = (S(m)/y)A) = ¥n (n/y)A)

ol x1, ..., T, sont les variables libres de A distinctes de y. Par exemple, la
proposition y + 0 = y donne ’axiome

0+40=0=Vm (m+0=m=S(m)+0=S(m)) =Vn (n+0=n)
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On obtient alors la théorie suivante.

Définition 2.11

Le langage de 'arithmétique contient une constante 0, un symbole de fonction
unaire S, deux symboles de fonction binaire 4+ et x et un symbole de prédicat
binaire =. Aux axiomes de I’'égalité, on ajoute les axiomes

Vavy (S(z) = S(y) = = =y)
Vo —(0 = S(x))

Yoy ... Ve, ((0/y)A = ¥Ym ((m/y)A = (S(m)/y)A) = ¥n (n/y)A)
)

Yy O+y=y

Vavy (S(z) +y = S(z +y))
Vy (0xy=0)

Vavy (S(z) x y = (x x y) +y)

On peut montrer que la théorie avec une sorte de termes pour les classes
est une extension conservatrice de cette théorie et, plus généralement, qu’'une
théorie qui contient un schéma d’axiome a une formulation alternative dans la
théorie des classes en remplacant ce schéma par un axiome unique. La notion
de schéma d’axiome étant un peu lourde & définir dans le cas général, on montre
ce résultat uniquement pour le cas de 'arithmétique.

Proposition 2.9

La formulation de I'arithmétique de la définition 1.33 est une extension conser-
vatrice de celle de la définition 2.11.

Démonstration. Chaque instance du schéma de récurrence peut se démontrer
dans la théorie de la définition 1.33. Cette théorie est donc une extension de
celle de la définition 2.11. Pour montrer que cette extension est conservatrice,
on montre que tout modéle de la théorie de la définition 2.11 s’étend en un
modéle de la théorie de la définition 1.33.

Soit (M, 0,5, +, X, =) un modéle de la théorie de la définition 2.11. Une
partie £ de M est dite définissable dans l’arithmétique s’il existe une proposi-
tion A dans le langage de la théorie de la définition 2.11, dont les variables libres
sont parmi 1, ..., ZI,,Yy et des éléments a1, ..., a, de M tels que b appartienne
a F si et seulement si

[Alei=ar,...con=an,y=b =1



62 2. Les modéles

Soit (M) I'ensemble des parties définissables de M. On étend le modeéle M
en posant M, = p(M) et é(b, E) =1 si b est un élément de E et 0 sinon.

Le modéle ainsi construit est un modéle de schéma de compréhension. On
montre que c’est un modéle de axiome de récurrence

Ve(Oec=VYm (mec=S(m)ec)=Vnnec)
Pour cela, on considére un élément arbitraire £ de M, et on montre que
[Oec=Ym (mec=S(m)ec)=Vnnec)e=p=1

L’ensemble E est une partie définissable de M. Soient A et ay,...,a, une
proposition et des éléments de M définissant E. Le modéle M est un modéle
de I'instance du schéma, de récurrence correspondant & la proposition A et donc

[(0/y)A = vm ((m/y)A = (S(m)/y)A) = Vn (n/y)Ale,=as,...20=a, =1

Comme les dénotations des propositions ¢ € ¢ et (t/y)A sont identiques dans
une valuation dans laquelle ¢c = F, ¢px1 =aq ..., ¢z, = a,, on en déduit que

[Oec=Ym (mec=Sm)ec)=Vnnec) =g =1

Exercice 2.5

Donner une formulation de la théorie ZF avec un schéma d’axiome. Montrer
que la théorie formulée avec des classes binaires est une extension conservatrice
de cette théorie.

Quand on formule I'axiome des parties comme & la définition 1.36
VedzVw (w € z & (Yo (v € w = v € x)))

on peut montrer que si A est un ensemble, il existe un ensemble qui contient
les parties de A, mais on ne dispose pas d’une notation, comme p(A), pour
désigner cet ensemble.

Une alternative est d’introduire un symbole de fonction p et 'axiome

VaVw (w € p(z) & (Vo (v € w = v € x)))

On peut montrer que la théorie ainsi obtenue est une extension conservatrice
de la théorie des ensembles.
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Théoréme 2.3 (Skolem)

Soit une théorie 7 et A une proposition de la forme Vz; ...Vz, 3y B, démon-
trable dans 7, alors la théorie obtenue en ajoutant un symbole de fonction f
et Paxiome Vzq ...V, (f(x1,...,2,)/y)B est une extension conservatrice de

7.

Démonstration. Soit M un modéle de 7. On montre que ce modeéle s’étend
en un modéle de cet axiome. Soit aq,...,a, des éléments quelconques de M,
il existe un élément b de M tel que

[[B]]M:ah...,:rn:amy:b =1

pour chaque n-uplet aq, ..., a,, on choisit un tel élément b et on définit f comme
la fonction qui, & chaque n-uplet aq,...,a,, associe I’élément b correspondant.

2.4 D’autres usages de la notion de modéle

Dans ce chapitre, nous avons montré que la notion de modeéle permettait
de démontrer de nombreuses propriétés des démonstrations, par exemple des
propriétés d’indépendance, de cohérence, de cohérence relative et de conserva-
tivité. Cependant, en mathématiques et en informatique, cette notion a bien
d’autres usages que celui d’étre un outil pour étudier les démonstrations. Nous
donnons, pour finir, quelques exemples, dans lesquels les notions de modéle et,
de langage sont utilisées, sans que le but soit d’étudier les démonstrations.

2.4.1 Les structures algébriques

Faire des démonstrations dans la théorie formée des axiomes de 'égalité et
des axiomes
VavVyVz ((z+y) + 2z =2+ (y + 2))

Ve (z+0=2A0+2z=1x)
Vedy (x+y=0Ay+ 2z =0)

n’a pas grand intérét. En revanche, les modéles égalitaires de cette théorie sont
intéressant en eux-mémes : ce sont les groupes. Démontrer des propriétés des
modeéles de cette théorie donnera donc des résultats de théorie des groupes.
Donnons un exemple.
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Théoréme 2.4 (Léwenheim-Skolem)

Soit £ = (S,F,P) un langage fini ou dénombrable, 7 une théorie dans ce
langage et k un ensemble infini quelconque. Si la théorie 7 a un modéle infini,
elle a un modéle de méme cardinal que k.

Démonstration. Ce théoréme est une simple conséquence du théoréme de com-
plétude en cardinalité quelconque.

Soit le langage (S, F Wk, PW{=}) obtenu en ajoutant au langage de départ
un symbole = et une constante pour chaque élément de s et la théorie 7’
obtenue en ajoutant & 7 les axiomes de I'égalité et les axiomes —a = b pour
tout couple (a,b) d’éléments distincts de x. Soit M un modéle infini de la
théorie 7.

Il n’est pas difficile de montrer que tout sous-ensemble fini de 77 est cohé-
rent : un sous-ensemble fini de 7’ n’utilise qu’un nombre fini de constantes de
K, il suffit d’étendre le modéle M en associant & ces constantes des éléments
distincts de M, ce qui est possible car M est infini, et en associant & toutes les
autres constantes de xk un élément quelconque.

On en déduit que la théorie 7’ elle-méme est cohérente. En effet, si elle ne
I’était pas, il existerait un sous-ensemble fini I" de 77, tel que le séquent I" - L
soit démontrable, ce qui est contradictoire puisque tous les sous-ensembles finis
de 7" sont cohérents.

Soit M’ le modele égalitaire de 7’ construit dans la démonstration du théo-
réme de complétude. Ce modéle a au moins autant d’éléments que s puisque
les éléments de k sont associés a des éléments différents. Il est facile de dé-
montrer que, 'ensemble k étant infini, il y a autant de termes clos du langage
(S, Fyr, PY{=}) que d’éléments dans « et donc que le modeéle construit a au
plus autant d’éléments que x. Il a donc exactement le méme cardinal que «.

On en déduit le corollaire suivant.

Proposition 2.10

1l existe des groupes de toute cardinalité infinie. Tout ensemble infini peut étre
muni d’une structure de groupe.

Ce théoréme, qui ne mentionne pas la notion de modéle ou de théorie, est
donc un résultat de théorie des groupes, obtenu comme corollaire d’un résultat
de logique.

Le théoréme de Lowenheim-Skolem a aussi comme conséquence ’existence
de modéles égalitaires non dénombrables de ’arithmétique, et plus générale-
ment de toute théorie qui a N comme modéle. Ce résultat peut surprendre, car



2.4 D'autres usages de la notion de modéle 65

tous les modéles égalitaires de ’arithmétique semblent, a premiére vue, avoir le
méme cardinal que N. En effet, considérons un modéle égalitaire M de I'arith-
métique et I'application F' de N dans M qui & n associe 5’"(()) L’image I de
cette fonction contient 0, elle est close par S et M est un modéle de I'axiome
de récurrence. Il semble donc que tous les éléments de M appartiennent a I et
que M est donc au plus dénombrable. Ou Ierreur se trouve-t-elle ?

I’erreur vient de ce que nous avons abusivement considéré que dans un
modéle M de 'axiome de récurrence, tout ensemble I qui contient 0 et qui est
clos par S contient I’ensemble M en entier, alors que cela n’est vrai que quand
I appartient & ’ensemble M. Or, le schéma d’axiome de compréhension nous
impose que M, contienne les sous-ensembles de M qui sont définissables par
une proposition A et cela n’est pas le cas de I’ensemble I. Autrement, dit, parmi
la multitude non dénombrable de parties de N, le schéma de compréhension
pose lexistence du petit nombre dénombrable  d’ensembles définissables
et I’axiome de récurrence affirme que si I’'un de ces ensembles 14 contient O et est
clos par successeur, alors il contient tous les entiers. Ce qui laisse un important
degré de liberté.

Définition 2.12 (Modéle standard)

Un modeéle standard de la théorie des classe est un modéle dans lequel M, =

@(M/)

Exercice 2.6

Montrer que tous les modéles standards de ’arithmétique ont méme cardinal
que N.

De méme, alors que ’on sait que tous les corps totalement ordonnés, ar-
chimédiens et complets sont isomorphes a R, c’est-a-dire que tous les modéles
standards de la théorie des corps totalement ordonnés, archimédiens et com-
plets sont isomorphes & R, il existe des modéles non standards de cette théorie
qui sont dénombrables.

Ce concept de modéle standard est essentiel pour les applications de la théo-
rie des modéles en algébre. En revanche, il a un intérét limité quand on utilise
la notion de modéle pour étudier les démonstrations car, d’aprés le théoréme
de Lowenheim-Skolem, il n’y a pas de théorie exprimée dans un langage fini ou
dénombrable dont tous les modéles soient standards.
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2.4.2 La définissabilité

Une deuxiéme application de la notion de modeéle est la définition de la
notion d’ensemble, et plus généralement de relation, définissable.

Définition 2.13

Soit M un ensemble et R, ..., R, des relations sur cet ensemble. On dit qu’une
relation S sur M est définissable dans la structure (M, Ry,..., R,) s’il existe
une proposition A, dans le langage formé des symboles Py, ..., P, et contenant
des variables libres x1, ..., x,, telle que les éléments aq, ..., a, soient reliés par
S si et seulement si

[[Aﬂm:al,...,mn:an =1
dans le modéle (M, Ry,..., Ry,).

Si Ry et Ry sont deux relations binaires, I'intersection de ces deux relations
est définissable a partir de R; et Rg, par la proposition P (z,y) A Pa(z,y). Plus
généralement, si deux relations de méme arité sont définissables, leur intersec-
tion l'est également. L’ensemble des relations définissables est donc clos par
intersection. Cet ensemble est également clos par réunion et complémentation.
Cependant I'’ensemble des relations définissables contient bien plus d’éléments
que I'ensemble inductivement défini comme le plus petit ensemble contenant
Ry,..., R, et clos par intersection, réunion et complémentation. En effet; la
possibilité d’utiliser plusieurs fois la méme variable et de permuter les variables
permet, par exemple, de définir '’ensemble des objets en relation avec eux-
meémes, P(z,z), ou la relation réciproque d’une relation, P(y, ), mais c’est
surtout l'utilisation des quantificateurs qui donne toute sa richesse a cet en-
semble, puisqu’il devient possible de définir, par exemple, la composée de deux
relations, 3z (P (z,2) A Pa(z,y))-

Cependant, toutes les relations ne sont pas définissables. On peut, par
exemple, démontrer que la cloture réflexive-transitive d’une relation n’est pas
définissable & partir de cette relation.

En théorie des bases de données, les relations définissables correspondent
aux requétes exprimables.
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Les algorithmes






3

L es fonctions calculables

Nous nous intéressons dans ce chapitre & des algorithmes qui prennent en
argument des entiers pi,...,p, et calculent un entier g. A chacun de ces algo-
rithmes, on peut associer la fonction de N dans N, qui, aux entiers p1,...,py,
associe 'entier ¢q. Une telle fonction, associée a un algorithme, est dite calculable.
Cette notion de fonction calculable, qui abstrait et simplifie celle d’algorithme,
se révéle étre la notion importante quand on étudie les limites du calcul. Avant
d’introduire, au chapitre 4, une vision plus opérationnelle du calcul, nous com-

3.1 Les fonctions calculables

Soit F}, 'ensemble des fonctions partielles de N™ dans N et F' la réunion des
F,.

Définition 3.1 (Fonction calculable)

L’ensemble des fonctions calculables est le sous-ensemble de F' inductivement,
défini comme le plus petit ensemble contenant
les projections
Llyeeosdpn T4
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— les fonctions identiquement nulles
T1,...,Tp +— 0

— la fonction successeur
r—x+1

et clos par
la composition, c’est-a-dire 'opération associant, & h de N dans N et
g1, - -, gm de N™ dans N, la fonction de N dans N

T1,- o @ h(g1(@1, B0, g (T, @)

— la définition par récurrence, ¢’est-a-dire 'opération associant a g de N1
dans N et A de N**! dans N, la fonction f de N* dans N définie par

flx1, .., xn-1,0) = g(x1,...,Tpn_1)

f(xlv"'vxnflvy—’_ 1) = h(xlv"'7xn717yaf(x17"'7xn717y))

et la minimisation, c’est-a-dire 'opération associant & g de N**! dans N
la fonction f de N™ dans N telle que f(x1,...,2,) soit le plus petit entier

y tel que g(z1,...,2n,y) = 0.

Précisons les ensembles de définition de ces fonctions. Les projections, les
fonctions identiquement nulles et la fonction successeur sont totales. La fonction
T1yeoo T = h(g1(z1,. . x0), .o  gm(T1, ..., 2,)) est définie en pq,...,p, si
les fonctions g1, ..., ¢gm sont toutes définies en pq,...,p, et si la fonction h
est définie en g1(p1,...,Pn), --+» gm(P1,...,Pn). Une fonction f définie par
récurrence a partir des fonctions g et h est définie en p1,...,p,—1,0 si g est
définie en py,...,pn_1 et elle est définie en py,...,pn_1,q+ 1 si elle est définie
en pi,...,Pn—1,4q et si h est définie en p1,...,pn-1,4¢, f(P1,.-.,0n-1,9). La

fonction f définie par minimisation d’une fonction g est définie en py,...,p,
s’il existe un entier g tel que g soit définie et non nulle en pq,...,p,,r pour
tout r strictement inférieur a q et si elle est définie et nulle en pq,...,p,,q.

C’est cette derniére régle qui introduit la partialité. Les trois premiéres
régles ne permettent de construire que des fonctions totales et les deux suivantes
préservent cette totalité. En revanche, la minimisation transforme la fonction
totale x,y — x en une fonction partielle, qui prend la valeur 0 en 0, mais n’est
définie nulle part ailleurs. En effet, si p est un entier non nul, il n’existe pas de
q tel que (z,y — x)(p,q) = 0.

Comme nous le verrons a la section 3.4.2 et au chapitre 4, le fait qu'une
fonction f ne soit pas définie en un entier p peut s’interpréter comme le fait
que le programme qui calcule la fonction f en p ne termine pas. En effet, quand
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une fonction f est définie par minimisation d’une fonction g, on calcule f(p)
en calculant successivement la valeur de g en (p,0), en (p,1), en (p,2),
jusqu’a trouver une valeur d’annulation, s’il en existe une. S’il n’en existe pas,
la recherche d’une valeur d’annulation se poursuit indéfiniment.

Proposition 3.1 (La fonction prédécesseur)

La fonction prédécesseur, définie par f(n 4+ 1) = n et f(0) = 0 est calculable.

Démonstration. Elle est définie par récurrence.

Proposition 3.2 (Les quatre opérations)

L’addition, la multiplication, la « soustraction » définie par n — p = n — p si
n > petn — p=0 sinon, le quotient et le reste de la division euclidienne sont
calculables.

Démonstration. Les fonctions +, — et x se définissent par récurrence. Le
quotient se définit & partir de ces opérations avec la minimisation et le reste a
partir du quotient, de la multiplication et de la soustraction.

Proposition 3.3 (La fonction x<)
La fonction caractéristique de la relation d’ordre x<, définie par x<(z,y) =1

siz <y et x<(z,y) = 0 sinon, est calculable.

Démonstration. x<(z,y) =1 — (x — y).

Proposition 3.4 (Le test)

Soient f, g et h trois fonctions calculables. La fonction ¢ définie sur l'intersection
des trois domaines de définition de f, g et h par i(x1,...,2,) = g(z1,...,Ty)
si f(x1,...,2n) =0cet i(x1,...,2,) = h(x1,...,2,) sinon est calculable.

Démonstration. La fonction qui & trois entiers p,q,r associe ¢ si p = 0 et r
sinon peut étre définie par récurrence

k0,q,7) =q
k(p+1,q,r)=r

et la fonction i peut étre définie par composition a partir de f, g, h et k.
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Définition 3.2 (Ensemble décidable, semi-décidable)

Une partie A de N est dite décidable si sa fonction caractéristique est calculable,
c’est-a-dire s'il existe une fonction calculable f telle que f(z) =1six € A et
f(z) = 0 sinon.

Elle est dite semi-décidable s’il existe une fonction calculable f telle que
f(x) =1six € Aet fnest pas définie en x sinon.

Exercice 3.1

Montrer que tout ensemble décidable est semi-décidable.

Définition 3.3 (Les fonctions récursives primitives)

I’ensemble des fonctions récursives primitives est inductivement défini comme
le plus petit ensemble de fonctions contenant les projections, les fonctions iden-
tiquement nulles, la fonction successeur et clos par composition et par définition
par récurrence.

Exercice 3.2
La fonction d’Ackermann est définie par Ag(xz) = 2% et Ap41(x) = Apo...0A,(1).
—_————
x fois
C’est-a-dire
Ao(x) =27
An+1(0) = ].

An+1(x + 1) = An(An+1($))
Montrer que, pour tout ¢ et pour tout x, A;(x) >z + 1.
Montrer que, pour tout 4, la fonction x +— A;(z) est strictement croissante.

Montrer que, pour tout z, la fonction i — A;(x) est croissante.

=L o=

Montrer que, pour tout z, Ag(z) > 2x et, si & > 2, alors Ag(z) > x + 2.

Montrer que, pour tout i et pour tout =, A;(x) > 2z et, si x > 2, alors

Ai(z) >+ 2.

5. Montrer que, si z > 2, alors A;41(z +2) > A;(A4;(z + 2)). Montrer que, si
x Z 4, alors Ai—i—l(x) Z Az(Az(J?))

6. On dit qu'une fonction f d’arité n est dominée par une fonction unaire g

si pour tout x1,...,Zn, f(z1,...,2,) < g(maz(z1,...,z,,4)).

Montrer que les projections, les fonctions identiquement nulles et la fonc-

tion successeur sont toutes dominées par la fonction Ay, c’est-a-dire par la

fonction x +— 2%,
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7. Soient g1,...,9m et h et des fonctions respectivement dominées par les
fonctions A;,, ..., A;,, et A;. Soit k le plus grand des éléments i1, ..., im
et j. Montrer que la composée de h et g1, ..., gn est dominée par Ajiq.
8. Soient g et h des fonctions dominées par A; et A; et soit k le plus grand
élément de i et j. Soit f la fonction définie par récurrence a partir de g et
h. Montrer que f(z1,...2Zn-1,y) < Agt1(y + maz(x1,...,2,-1,4)). Mon-
trer que f(x1,...,2Zn-1,Y) < Ag+1(2 maz(z1,...,2n-1,y,4)). Montrer que
flxr, . o xn_1,y) < A1 (Akr1 (max(zy, ..., 20—1,y,4))).
Montrer que f est dominée par Agyo.
9. Montrer que, pour toute fonction récursive primitive f, il existe un entier
i tel que f soit dominée par A;.
10. Montrer que la fonction i — A;(¢) n’est pas récursive primitive.
11. Montrer que la fonction d’Ackermann n’est pas récursive primitive.

3.2 La calculabilité sur les listes et les arbres

3.2.1 La calculabilité sur les listes

La notion de fonction calculable introduite & la définition 3.1 suppose que

les données avec lesquelles on calcule sont des entiers.

On peut étendre cette notion aux listes d’entiers. Pour cela, on commence

par associer un entier "I & chaque liste [, son numéro, puis on dit qu’une

fonction qui & une liste ! associe une liste F(I) est calculable si la fonction qui

au numéro de [ associe le numéro de F'(I), qui est une fonction des entiers dans

les entiers, est calculable.

Pour associer ainsi un entier & une liste, on utilise la fonction suivante.

Définition 3.4

La fonction ; est définie par

pg={pP+qp+qg+1)/24+p+1

Proposition 3.5

La fonction ; est une bijection de N2 dans N*.

Démonstration. Soit n un entier non nul. Soit & le plus grand entier tel que
k(k+1)/2<n—-1letp=n—1—k(k+1)/2. De la maximalité de k, on tire
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n—1<(k+1)(k+2)/2etdoncp < (k+1)(k+2)/2—-k(k+1)/2=Fk+1,
soit p < k. On pose g=k—petona

n=kk+1)/2+p+1l=@p+qp+q+1)/24+p+1=piq

La fonction ; est donc surjective.

Si maintenant p;q = p’; ¢/, alors soit k le plus grand entier tel que k(k +
1)/2<(p;q)—1.Onakk+1)/2<(p;q)—1={p++qg+1)/2+p<
(r+q)(p+q+1)/2+p+q+1= (p+q+1)(p+q+2)/2,et donc k < p+q+1, cest-
a-dire k < p+4q. On a également (p+q)(p+q+1)/2 < (p+q)(p+q+1)/2+p=
(p;q) — 1< (k+1)(k+2)/2et donc p+q < k+1, c’est-a-dire p+ g < k. On
en déduit p+ ¢ = k. De méme, on a p’ +¢ =k et donc p’ +¢ = p+q. Comme
P+gp+q+1)2+p+1=0p +¢)P' +4¢ +1)/2+p" +1, on en déduit
p =p’ et donc g = ¢'. La fonction ; est donc injective.

Définition 3.5

On appelle hd, head, 1a fonction qui & un entier non nul n associe I’'unique entier
p tel qu’il existe ¢ tel que n = p; g et qui & 0 associe 0 et tl, tail, la fonction qui
4 un entier non nul n associe I'unique entier ¢ tel qu’il existe p tel que n = p;¢q
et qui a 0 associe 0.

Proposition 3.6

;, hd et tl sont calculables.

)

Les fonctions

Démonstration. La fonction ; est définie & partir des quatre opérations et
les deux fonctions réciproques & partir des quatre opérations, de la fonction
caractéristique de la relation d’ordre et de la minimisation. Elles sont donc
calculables.

Proposition 3.7

Sin # 0, alors hd(n) < n et tl(n) < n.

Démonstration. p;q > p et p;q > q.

Définition 3.6 (La numérotation des listes d’entiers)

A chaque liste d’entiers [, on associe un numéro de la maniére suivante

r

D1y P =15 (p2; (-5 (Pn30)...))
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Proposition 3.8

La fonction sub, qui, & deux entiers p et n, associe le numéro de 'unique liste
de numéro p, privée de ses n premiers éléments, si cette liste a au moins n
éléments, et le numéro de la liste vide, c’est-a-dire 0, sinon, est calculable.

Démonstration. Cette fonction est définie par

sub(p,0) = p

sub(p,n + 1) = tl(sub(p,n))

Proposition 3.9

La fonction length, qui, & un entier p, associe la longueur de la liste de numéro
p, est calculable.

Démonstration. La longueur d’une liste p est le plus petit entier n tel que
sub(p,n) = 0.

Proposition 3.10

La fonction nth, qui, & deux entiers n et p, associe le n-iéme élément de la liste
de numéro p, si cet élément existe, et 'entier 0 sinon, est calculable.

Démonstration. Cette fonction est définie par nth(p,n) = hd(sub(p,n)).

Le schéma de définition par récurrence de la définition 3.1 peut sembler,
a premiére vue, restrictif car, pour définir la valeur de h en y + 1, on peut
utiliser uniquement la valeur de h en y et non toutes les valeurs de h en z, pour
z < y+ 1. Ainsi, il n’est pas immédiat que la fonction de Fibonacci définie par
récurrence bien fondée par f(0) = f(1) =1et f(n+2) = f(n)+ f(n+ 1) soit
calculable.

Cependant, il n’est pas difficile de montrer que, si une fonction f est
ainsi définie par récurrence bien fondée, la fonction F' qui & x associe
T£(0), f(1),..., f(z)" peut étre définie par récurrence ordinaire et donc que
F, et donc f, sont calculables.
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3.2.2 La calculabilité sur les arbres

Il est également utile d’étendre la notion de calculabilité aux expressions
d’un langage et plus généralement aux arbres, car cela nous permettra, entre
autres exemples, de calculer avec des programmes, des propositions et des dé-
monstrations.

Pour étendre ainsi la notion de fonction calculable, on commence par asso-
cier un entier & chaque arbre, son numéro, puis on dit qu'une fonction qui & un
arbre t associe un arbre F(t) est calculable si la fonction qui au numéro de ¢
associe le numéro de F(t), qui est une fonction des entiers dans les entiers, est
calculable.

Définition 3.7 (La numérotation des arbres)

Soit E' un ensemble muni d’une injection dans N qui, & chaque élément f de F,
associe son numéro " f7. On associe, & chaque arbre ¢, étiqueté par des éléments
de E, un numéro "¢, par récurrence structurelle, de la maniére suivante

Cf(tr, . ytn) =" (T (T2 (T, 50) 000)

On peut ainsi numéroter tous les arbres étiquetés par les éléments d’'un
ensemble fini F : il suffit pour cela d’associer un entier quelconque & chaque
élément de E. Et on montre que ’ensemble des fonctions calculables est indé-
pendant de la numérotation choisie des éléments de I'ensemble F.

Mais bien souvent ’ensemble E est infini et est lui-méme un ensemble
d’arbres. Ainsi, les démonstrations sont des arbres étiquetés par des séquents,
qui sont eux-mémes des arbres étiquetés par des propositions, qui sont elles-
mémes des arbres étiquetés par des variables, des symboles de fonction et des
symboles de prédicat, qui sont eux-mémes des arbres étiquetés par les élé-
ments d’un ensemble fini. [’ensemble des démonstrations est donc un ensemble
d’arbres articulé.

1l suffit alors d’associer un entier arbitraire & chaque élément de cet ensemble
fini et la définition 3.7 permet de numéroter successivement les variables, les
symboles de fonction et les symboles de prédicat, puis les propositions, puis les
séquents et enfin les démonstrations.

On peut procéder de méme pour tous les ensembles d’arbres articulés. Et
on montre que ’ensemble des fonctions calculables est indépendant de la nu-
mérotation choisie des symboles de I’ensemble fini de départ.
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Proposition 3.11

Les fonctions qui au numéro p d’un arbre a associent I’étiquette de sa racine,
le nombre d’enfants de sa racine, et qui & p et 4 associe le numéro du i-iéme
sous-arbre immédiat de a sont calculables.

Démonstration. Si p est le numéro de 'arbre a, 1’étiquette de la racine de a
est hd(p), le nombre d’enfants de la racine de a est length(tl(p)), le numéro du
i-iéme sous-arbre immédiat est nth(tl(p), 7).

Proposition 3.12

La fonction qui, a entier p, associe le numéro "SP(0)7 de l’arbre S?(0) est
calculable. La fonction qui, au numéro "S?(0)7 de ’arbre S?(0), associe 'entier
p et aux entiers, qui ne sont pas de la forme "S?(0)7, associe 0, est calculable.

Démonstration. La premiére fonction est définie par récurrence, la seconde par
récurrence bien fondée.

3.2.3 Les dérivations

Définition 3.8 (Régles effectives)

Soit, E' un ensemble d’arbres articulé et fi, fo,... des régles sur I’ensemble E.
L’ensemble de régles f1, fo, ... est effectif si ’ensemble G' des numeéros des listes
b,ay,...,a, tels qu’il existe une régle f; telle que b = f; a1 ... a, est décidable,
c’est-a-dire si la réunion des graphes des fonctions fi, f2,... est un ensemble
décidable.

Proposition 3.13

Soit, F un ensemble d’arbres articulé et fi, f2,... un ensemble de regles effectif.
Alors, ’ensemble des dérivations dans f1, fa, ... est décidable.

Démonstration. On montre qu'’il existe une fonction calculable g qui prend en
argument une liste d’arbres et retourne 1 ou 0 selon que tous ces arbres sont
des dérivations ou non. On commence par remarquer que la fonction qui & une
liste d’arbres associe la liste des racines de ces arbres est calculable, car elle se
définit par récurrence bien fondée & partir de fonctions calculables. Soit [ une
liste d’arbres. Si [ est la liste vide, alors on pose g(I) = 1. Sinon, soit a = hd({)
le premier arbre de cette liste et I’ = ¢l(l) la liste formée des autres arbres de
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cette liste. Soit r = hd(a) la racine de a et I” = tl(a) la liste des sous-arbres
immeédiats de a et s la liste des racines des arbres de I”. Alors si r; s appartient
aG,g(l'y=1et g(I"”) =1 on pose ¢g(I) =1 sinon on pose g(I) = 0. La fonction
g se définit donc par récurrence bien fondée a partir de fonctions calculables,
car, d’aprés la proposition 3.7, les numéros des listes I’ et I” sont des entiers
strictement inférieurs & celui de [. Elle est donc calculable.

L’ensemble A, inductivement défini par les régles fi, fo,..., en revanche,
n’est pas toujours décidable. Toutefois, il est semi-décidable. Soit z un élément
de E, on peut énumérer tous les arbres I’'un aprés ’autre, et tester si chacun est
une dérivation dont la racine est x, ou non. Si x est un élément de A, alors une
telle dérivation finira bien par se présenter. Sinon, le processus d’énumération
se poursuivra a l'infini.

Proposition 3.14 (Les ensembles d'arbres inductivement définis)

Soit, E un ensemble d’arbres articulé et fi, fa,... un ensemble de régles effectif
sur I’ensemble E. Alors, le sous-ensemble A de E inductivement défini par ces
régles est semi-décidable.

Démonstration. Soit g(x,y) la fonction calculable telle que g(z,y) = 1 si z
est le numéro d’une dérivation d'un élément de F et la racine de x est y et
g(xz,y) = 0 sinon. La fonction h définie par h(y) est le plus petit entier z
tel que 1 — g(x,y) = 0 composée avec la fonction constante égale a 1 est un
algorithme de semi-décision pour A. Si y appartient & A, alors h(y) = 1, sinon
h n’est pas définie en y.

3.3 L’élimination de la récurrence

L’ensemble des fonctions calculables a une définition alternative, qui, bien
que moins naturelle que la définition 3.1, sera utile dans la suite de ce livre.

Définition 3.9

L’ensemble C est inductivement défini comme le plus petit ensemble contenant
les projections,
les fonctions identiquement nulles,
— la fonction successeur,
— P’addition,



3.3 L'élimination de la récurrence 79

— la multiplication et
— lafonction caractéristique de la relation d’ordre x<, définie par x<(z,y) =
1siz<yet x<(z,y) =0 sinon,
et clos par
— la composition et
— la minimisation.

Cette définition est similaire & la définition 3.1, mais la cloture par la récur-
rence y est remplacée par trois fonctions de base : ’addition, la multiplication
et la fonction y<. On veut montrer que ces deux définitions sont équivalentes,
c’est-a-dire qu’une fonction appartient & I'ensemble C si et seulement si elle est
calculable. Pour cela, on doit montrer que I’ensemble C est clos par définition
par récurrence, c’est-a-dire que si g et h sont deux fonctions de C et si f est
définie par récurrence & partir de g et h, alors f appartient a C.

La fonction définie par récurrence & partir de g et h prend la valeur r en
Z1,...,%n_1,y ’il existe une suite finie so, ..., s, telle que s9 = g(z1,...,Tn-1),
pour tout ¢ strictement inférieur & y, s;y1 = h(z1,...,Tn-1,%,5;) et Sy =T.
On veut exprimer la suite finie sq, ..., s, par un entier. La premiére idée est de
Pexprimer par U'entier so; (...;(sy;0)...) et il n’est pas difficile de montrer que
les fonctions ;, hd et tl appartiennent & ’ensemble C. Toutefois, comme on ne
dispose pas encore de la définition par récurrence, on ne peut pas encore mon-
trer que la fonction nth appartient a I’ensemble C. On utilise donc une autre
expression des suites finies, qui repose sur une fonction appelée la fonction (3

de Gadel.

Définition 3.10
La fonction 8 de Godel est définie par
B(k,1,i) =1 mod (k(i +1)+1)

ot x mod y est le reste de la division euclidienne de x par y.

Proposition 3.15

Pour toute suite finie sg,. .., sy, il existe deux entiers £, tels que pour tout ¢
inférieur a y, s; = G(k, 1, 1).

Démonstration. Soit m un entier strictement supérieur a y + 1, s0,...,5,. 1l
est facile de vérifier que les entiers e; = m!(i + 1) + 1 pour ¢ inférieur a y sont
premiers entre eux deux a deux : si e; et e; avaient un diviseur commun premier
¢, alors ¢ diviserait aussi leur différence m!(i — j), il serait donc inférieur a m,
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il diviserait m!(i + 1) et il ne pourrait donc pas diviser e; = m!(i +1) + 1. On
utilise ensuite un résultat de théorie des nombres appelé théoréme des restes
chinois : si eg, ..., e, est une suite d’entiers premiers entre eux deux a deux
et sg,..., Sy, une suite d’entiers quelconques, il existe un entier z tel que pour
tout i, s; = z[mod e;]. D’apreés ce théoréme, il existe un entier z tel que s; =
z[mod ¢;]. On pose k =m!et =z On as; =l[mod e;] et comme, par ailleurs
s; est inférieur & m qui est lui-méme inférieur a k et donc a k(1 +1)+1, s; est le
reste de la division euclidienne de [ par k(i + 1) + 1, c’est-a-dire s; = (&, 1,1).

Le fait que la fonction définie par récurrence a partir de g et h prenne la
valeur 7 en x1,...,T,_1,y s’exprime désormais par le fait qu'’il existe deux
nombres k et [ tels que B(k,1,0) = g(x1,...,2n—1), pour tout i strictement
inférieur a y, B(k,L,i+ 1) = h(x1,...,2n-1,1,8(k,1,7)) et B(k,l,y) =r.

Le fait que pour tout i strictement inférieur & y, on ait B(k,l,i + 1) =
h(z1,...,xn-1,1,3(k,1,i)) peut s’exprimer comme le fait que la plus petite
valeur d’annulation de la fonction fi, qui & z1,...,2,-1,9,k,[,7 associe 1 si
i <yet Bk, 1, i+1)=h(x1,...,2n-1,1,0(k,1,7)) et 0 sinon, est y. Toutefois, il
n’est pas si facile de montrer ’appartenance a C de la fonction f;, qui doit étre
définie et valoir 0 en y que h soit définie en x4, ..., z,—1,y,8(k,l,y) ou non.
Pour contourner cette difficulté, on montre un théoréme un peu plus général :
si la fonction f est calculable, alors la fonction f* appartient & C, ot la fonction
f* est définie de la maniére suivante.

Définition 3.11

Soit f une fonction de n arguments, on note f* la fonction de n + 1 arguments
définie par f*(0,21,...,2,) =0et f*(w,z1,...,2,) = f(21,...,25) si w # 0.

Proposition 3.16

L’ensemble C contient la soustraction —, le quotient et le reste de la division
euclidienne, les fonctions yn+, X< et x= caractéristiques de ’ensemble N* et
des relations < et =, la fonction ( et les fonctions ;, hd et tl.

Démonstration. La soustraction, le quotient et le reste de la division euclidienne
se définissent avec ’addition, la multiplication, la fonction caractéristique de la
relation d’ordre et la minimisation. Les fonctions yn«, x< et x= se définissent
avec la soustraction. La fonction 8 avec ’addition la multiplication et le reste
de la division euclidienne. La fonction ; avec ’addition, la multiplication et le
quotient de la division euclidienne. Les fonctions hd et tl avec 1’addition, la
multiplication, le quotient de la division euclidienne et la minimisation.
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Proposition 3.17

Si f est une fonction définie par récurrence a partir de deux fonctions g et h
telles que ¢g* et h* appartiennent & C, alors f* appartient a C.

Démonstration. La fonction f* vérifie les propriétés
ffw,z1, .., 20-1,0) = g*(w, 1, ..., Tp_1)

f*(wvxlv" '7xﬂ,—17y+ 1) = h*(wv'xlv" '7xﬂ,—17yaf*(waxla' .- axn—lay))

c’est donc la fonction définie par récurrence a partir de g* et h*.

Soit f; la fonction de C qui & w,z1,...,Tn_1,Y,k,l et i associe le nombre
X<(Zvy) X X:(h’*(w X X<(ivy)a T1y--+3Tn—1, 7;) ﬂ(ka la 7’))5 ﬁ(ka la i+ 1)) Sii 2> Y
alors f* est définie et nulle en w,x1,...,zh—1,y,k,[,7 et si i <y, alors

fl(w;xlv sy In—1,Y, kvl) = X:(h*(wvxla . '7xn71;ivﬁ(kal;i))aﬁ(kalai—’— ]-))

Soit fo la fonction de C qui & w, x1,...,Tx—1,Yy, k et [ associe le plus petit entier
i tel que fi(w,z1,...,2n-1,9,k,1,i) = 0. L’entier fo(w,z1,...,Tn_1,y,k,[) est
égal & y si et seulement si pour tout ¢ strictement inférieur & y, h* est définie
en w,xi,...,Tn-1,1,0(k,1,1) et h*(w,z1,...,2n-1,%,08(k,1,7)) = B(k,l, i+ 1).

On en déduit qu’il existe dans C une fonction f3 qui & w,z1,...,Zn_1,Y,
k, | et r associe I'entier 0 si et seulement si la fonction g* est définie en
w,Z1,...,Tn—1 et prend la valeur §(k,[,0), pour tout ¢ strictement inférieur
a y, la fonction h* est définie en w,x1,...,zn_1,1,0(k,1,7) et prend la valeur
Bk, i+ 1) et Bk, ly) =r.

Soit f4 la fonction de C qui & w, x1,...,x,—1,y associe le plus petit j tel que
fa(w, 1, ..., xn_1,y, hd(hd(5)), t(hd(5)), tI(5)) = 0 et f5 la fonction de C qui &
W, X1,y Tno1,Yy associe t( fa(w,x1,...,2n-1,y)). D’aprés la proposition 3.15,
la fonction f5 prend la valeur r en z1,...,z,_1, ¥y si et seulement s’il existe une
suite s telle que sg = ¢*(w, x1,...,x,—1), pour tout i strictement inférieur a y,
Sit1 = h*(w,z1,...,2n-1,1,8;) et s, = r. La fonction f5 est donc la fonction

f* qui, de ce fait, appartient & I’ensemble C.

Proposition 3.18

Une fonction appartient & I’ensemble C si et seulement si elle est calculable.

Démonstration. D’aprés la définition 3.1 et les propositions 3.2 et 3.3, I'en-
semble des fonctions calculables est clos par toutes les régles de la définition
inductive de I’ensemble C, il contient donc I’ensemble C.

Réciproquement, on commence par montrer, par récurrence sur la construc-
tion de f que si f est une fonction calculable, alors f* appartient a C. Si f est
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une projection, une fonction constante égale a 0 ou la fonction successeur, alors
ff(w,z1, ..., xn) = xn+ (W) X f(21,...,2,) et la fonction f* appartient a ’en-
semble C. Si f est définie comme la composition de fonctions h et g1,..., gm,
alors, par hypothése de récurrence, les fonctions h*, ¢7,..., g}, appartiennent
acCet fY(w,z1,...,2,) = h*(w, g7 (W, z1,...,2n), ..., g5 (w,x1,...,2,)). La
fonction f* est donc la composition d’une projection, de g7, ..., g}, et de h*.
Elle appartient donc a I’ensemble C. Si f est définie par récurrence a partir de
deux fonctions g et h, alors, par hypothése de récurrence, les fonctions g* et
h* appartiennent & ’ensemble C et d’aprés la proposition 3.17, la fonction f*
également. Si f est définie par minimisation & partir d’une fonction g, alors, par
hypothése de récurrence, la fonction g* appartient a C et la fonction f* est la
fonction qui & w, x1, . . ., x, associe le plus petit i tel que g*(w, z1, ..., 2n,1) =0,
c’est donc la fonction définie par minimisation a partir de g* et elle appartient
ac.

Puisque la fonction f* appartient & C, c’est également le cas de la fonction
qui & x1, ..., x, associe l'entier f*(1,x1,...,z,) qui n’est autre que la fonction

1.

3.4 Les programmes

L’ensemble des fonctions calculables est défini de maniére inductive. Pour
chaque fonction calculable, il existe donc une ou plusieurs dérivations de cette
fonction. Ces dérivations sont des arbres, que l'on appelle des programmes.

Les noeuds de ces arbres sont étiquetés par des symboles qui correspondent
aux huit régles de la définition 3.9 : 7", avec ¢ et n entiers tels que ¢ soit compris
entre 1 et n, pour la régle des projections, Z™ pour la régle des fonctions iden-
tiquement nulle, Succ pour la régle du successeur, + pour la régle de ’addition,
x pour la régle de la multiplication, x< pour la régle de la fonction caracté-
ristique de la relation d’ordre, o pour la régle de composition et y™ pour la

régle de la minimisation. Les programmes sont donc des arbres étiquetés par

n

n et p' qui sont eux-mémes des arbres

les symboles 7', Z", Suce, +, X, x<, ©
étiquetés par les éléments d’un ensemble fini.

Naturellement, si, au lieu de s’appuyer sur la définition 3.9, on s’appuie sur
la définition 3.1, les programmes sont des arbres étiquetés par les symboles 7],

Z", Suce, o}, p™ et Rec™ pour la régle de récurrence.

Définition 3.12 (Terminaison, valeur)

On dit qu’un programme termine en p1,...,p, si la fonction f calculée par ce
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programme est définie en pq, ..., p,. On dit qu’il prend la valeur g en py,...,p,
si, en outre, f(p1,...,pPn) = ¢.

Exercice 3.3

Quelle est la fonction calculée par le programme of (Suce, Succ) ?

Exercice 3.4

Quelle est la fonction calculée par le programme p!(7%) ?

3.4.1 L’indécidabilité du probléme de P’arrét

Théoréme 3.1 (L'indécidabilité du probléme de I'arrét)

L’ensemble des couples d’entiers (p, ¢) tels que p est le numéro d’un programme
qui termine en ¢ est indécidable.

Démonstration. Par 'absurde. Supposons 'existence d’un programme ¢ tel que
t appliqué a deux entiers p et g termine toujours, donne le résultat 1 si p est
le numéro d'un programme qui termine quand on ’applique & l’entier g et le
résultat 0 sinon. Rappelons que le programme b = p!(7}) termine quand on
I’applique a 'entier 0 et ne termine pas quand on ’applique & un entier non
nul et considérons le programme u = ol(b, ol(¢, 71, 71)). Quand on applique le
programme u & un entier p, on applique d’abord le programme o} (¢, 71, 71) a cet
entier. On obtient le résultat 1 si p est le numéro d’un programme qui termine
quand on 'applique & U'entier p et le résultat 0 sinon. Donc le programme u
appliqué a l’entier p ne termine pas si p est le numéro d’un programme qui
termine quand on 'applique a ’entier p et il termine sinon.

Soit m l'entier "u . Le programme u appliqué a ’entier m ne termine pas
si m est le numéro d’un programme qui termine quand on l'applique & 'entier
m et il termine sinon. Autrement dit, le programme u appliqué & m ne termine
pas si le programme u termine quand on ’applique & m et il termine sinon. Le
programme u appliqué & m ne termine pas si et seulement s’il termine, ce qui
est contradictoire.
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3.4.2 L’interpréteur

Il existe, en revanche, une fonction calculable G™ qui est un interpréteur,
c’est-a-dire qui prend en argument le numéro d’un programme u d’arité n et
des entiers p1,...,p, et retourne la valeur de la fonction calculable représentée
par le programme u en p1, ..., Dy, Si cette valeur existe. Montrer l'existence de
cet interpréteur nous donnera une généralisation du théoréme d’indécidabilité
du probléme de I’arrét. Cela nous meénera aussi & décrire un calcul comme une
suite de petits pas, ¢’est-a-dire comme un processus se déroulant dans le temps,
théme que nous reprendrons au chapitre 4.

Pour définir cette fonction G™, nous avons besoin d’exprimer dans un méme
langage les programmes et les nombres entiers auxquels ces programmes s’ap-
pliquent. Nous étendons donc le langage des programmes avec des symboles
0 et S, distincts des symboles Z™ et Succ du langage des programmes, pour
représenter ces entiers. Nous notons p, le terme S(S(...(S(0))...)) avec p oc-
currences du symbole S, qui exprime 'entier p. Nous introduisons, ensuite, une
famille de symboles App™ qui permettent de former des termes de la forme
App™(u,p1,-..,pn) qui expriment ’application du programme u aux entiers
P1y---3Pn-

Le probléme qui se pose est alors celui de définir une fonction calculable F’
qui au numéro d’un terme de la forme App™(u,p1,...,pn), associe le numéro
d’un terme ¢ exprimant I’entier ¢, qui est la valeur de la fonction calculable
exprimée par le programme w en pq,...,py, Si cette valeur existe. Le terme ¢
est appelé la valeur du terme App™(u,pi,...,pn). Une fois cette fonction F
définie, la fonction G™ se définira alors simplement, en utilisant la proposition
3.12, comme la fonction qui au numéro du terme u et aux entiers pi,...,pn
associe I'entier ¢ tel que "¢ = F(" App" (u, p1,...,pn)"), si un tel entier existe.

Quand le programme v a la forme o7, (w, vy, ..., vy,), nous voulons, dans un
premier temps calculer les valeurs qi,..., ¢, des programmes v, ..., ¥, €n
P1,- -, Pn, PUis, dans un second temps, la valeur du programme w en g1, . .., ¢p,-
Pour cela, nous formons d’abord le terme App™ (w, App™(vi,p1,.--,Pn);---»
App"™ (Um,p1,...,Pn)), Ppuis nous calculons la valeur des termes
App™(vi, p1, - - -,pn) de maniére a obtenir des entiers ¢, .. ., ¢, et, enfin, nous
calculons la valeur du terme App™(w, g1, - - -, ¢m ). Procéder ainsi demande donc
de pouvoir appliquer le symbole App™, non seulement & des termes exprimant
des entiers, mais aussi a d’autres termes formés avec le symbole App™ en at-
tente d’étre calculés. Et pour calculer la valeur d'un terme de cette forme, il
faut commencer par calculer la valeur de ses arguments.

Pour le calcul des programmes formés par minimisation, nous aurons éga-
lement besoin d’introduire une famille de symboles M™ et un symbole Ifz. La
valeur du terme M"Y (u,p1,...,pn,q) est le plus petit entier r supérieur ou
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égal a g tel que f(p1,...,pn,7) = 0 ou f est la fonction calculée par le pro-
gramme u. La valeur du terme Ifz(p,v,w) est la valeur du terme v si p =0 et
celle du terme w sinon. -

Nous commencons par définir une fonction Fj qui associe, & chaque nu-
méro d’un terme de la forme App™(u,pi,...,pn), M (u,v1,...,v,,w) ou
If(p, v,w), le numéro d’un terme un peu_plus calculé.

Définition 3.13 (Une étape de calcul a la racine)

La fonction calculable F est définie par cas
si ¢ est le numéro d'un terme de la forme App™(u, pi,...,pn), alors
si u est de la forme 7", on pose Fi(t) = "p;7, o
sinon, si u est de la forme Z™, on pose Fla) =07,
sinon, si u = Succ, on pose Fi(t) = "S(p1)7, c’est-a-dire S ("p17; 0),
ou encore " S7; (hd(t(t(t))); 0), B

sinon, si u = 4, alors on pose Fi(t) ="p1 +p27,
sinon, si u = X, alors on pose Fi(t) = 1 p1 X p2”
sinon, si u = x<, alors on pose F} (t) (pl,pg)
sinon, si u est de la forme o? (w,vy,...,vy), on pose

Fi(t) ="App™(w, App"™ (v1,p1,- -5 Pn)s - - - APD™ (Ui, 1y - -+, D))"
— sinon, si u est de la forme p”(v), on pose

Fl(t) = ’_Mn—‘rl(vaplv" '7p_naQ)—l

— sinon, si t est le numéro d’un terme de la forme M™ L (u, vy, ..., vy, w),
on pose

Fi(t) = "Ifz(App”“(u, Vlyeney Upy W), W, M”“(u, V1y-eeyUp, S(w)))7

sinon, si ¢ est le numéro d’un terme de la forme Ifz(p, v, w), alors on pose
Fi(t)="v",sip=0et Fi(t) = "w" sinon,
sinon, on pose Fy(t) = 0.

La fonction F; permet d’effectuer une étape de calcul dans un terme de la
forme App™(u,v1,...,v,) dans le cas ou les termes vy, ..., v, sont des entiers
D1, - - -, Pn- Si, maintenant, ces termes demandent eux-mémes & étre calculés, la
fonction F5 effectue une étape de calcul dans I'un de ces termes.

Définition 3.14 (Une étape de calcul)

La fonction calculable F5 est définie par récurrence bien fondée
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si t est le numéro d’un terme de la forme App™(u,v1,...,v,), alors si
les termes vy, ..., v, sont de la forme p1,...,p,, on pose Fy(t) = Fi(t)
sinon, soit v; le premier terme qui n’est pas de la forme p et v’ le terme
de numéro F5("v;™), on pose

Fy(t) =" App™(u,v1, ..., 0i—1,0", Vg1, ..., Up)"

sinon, si t est le numéro d'un terme de la forme M™ ! (u,vy, ..., v, w),
on pose Fy(t) = Fi(t),

— sinon, si ¢ est le numéro d’un terme de la forme Ifz(u,v,w), alors si le
terme u est de la forme p, on pose Fy(t) = Fi(t), sinon soit u' le terme
de numéro Fy("u™), on pose Fy(t) = "Ifz(u', v, w))",

— sinon, on pose Fy(t) = 0.

Pour définir 'interpréteur F, il suffit maintenant d’itérer la fonction F5 sur
un terme ¢ jusqu’a obtenir un terme de la forme g. Pour cela nous définissons
successivement une fonction F3 qui itére la fonction Fy p fois, une fonction Fy
qui indique si F3(t,p) est de la forme ¢ ou non, une fonction F5 qui indique le
nombre d’étapes nécessaires pour obtenir un tel terme et, enfin, la fonction F'.

Définition 3.15 (L'interpréteur)

Soit F3 la fonction calculable telle que Fs(t,p) = FJ(t). Cette fonction est
définie par récurrence par

Fy(t,0) =t
F3(t,p+1) = Fy(F3(t,p))

Soit Fy la fonction calculable telle que Fy(t,n) = 0 si F3(t,n) est le numéro
d’un terme de la forme g et Fy(t,n) = 1 sinon. Cette fonction est définie par
composition entre F3 et la fonction qui vaut 0 sur les numéros des termes de
la forme ¢ et 1 ailleurs. Soit Fj la fonction calculable telle que F5(¢) soit le
nombre dTétapes nécessaires pour calculer ¢, F5(t) est défini par minimisation
comme le plus petit entier p tel que Fy(¢,p) = 0. Soit F la fonction calculable
définie par F(t) = F5(t, F5(t)). Soit, enfin, G™ la fonction calculable qui & ¢ et
P1, ..., Pn associe l'entier g tel que "¢ = F("App™(t,p1,...,pPn)")-

Si F5(t,n) n’est jamais le numéro d’un terme exprimant un entier, c’est-a-
dire si les itérations de Fy se poursuivent & l'infini, alors Fy et F' ne sont pas
définies en t : l'interpréteur ne termine pas sur un programme qui ne termine
pas.
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Proposition 3.19

Soit f une fonction calculable, u le numéro d’un programme exprimant cette
fonction et pi,...,p, des entiers. Alors, la fonction f est définie en py,...,p,
si et seulement si la fonction F' est définie en " App™(u,p1,...,pn) " et si ces
deux fonctions sont définies, alors F'(" App™(u,p1,...,0n)") =" f(P1,...,pn)™

Démonstration. Par récurrence sur la construction de f.

Proposition 3.20

Soit f une fonction calculable, u le numéro d’un programme exprimant cette
fonction et py, ..., p, des entiers. Alors, la fonction f est définie en py,...,p, si
et, seulement si la fonction G™ est, définie en u, p1, ..., p, et si ces deux fonctions
sont définies, alors G™(u,p1,...,pn) = f(P1,---,Dn)-

Démonstration. D’apreés la proposition 3.19.

Exercice 3.5

Montrer que la fonction Fj3 est récursive primitive.

Exercice 3.6

Définir un interpréteur pour les programmes écrits dans le langage formé des
symboles 7', Z", Succ, o, p" et Rec", correspondant & la définition 3.1.

Un corollaire de I'existence de cet interpréteur est la généralisation suivante
du théoréme d’indécidabilité du probléme de ’arrét.

Proposition 3.21

Soit A un sous-ensemble décidable de I’ensemble des programmes qui terminent
toujours. Alors, il existe une fonction calculable totale qui n’est représentée par
aucun programme de A.

Démonstration. Soit H la fonction calculable suivante : si n est le numéro
d’'un programme unaire de A et p un entier, alors H(n,p) = G'(n,p), sinon
H(n,p) = 0. La fonction H est calculable, c’est un interpréteur pour tous
les programmes unaires de A et elle est totale. Soit la fonction H’ telle que
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H'(p) = H(p,p)+1. S’il y avait dans A un terme ¢ représentant la fonction H’,
on aurait, pour tout p, H("t",p) = H'(p) = H(p,p) + 1. En particulier, pour
p="t" on aurait H("¢t","t7) = H("¢t","t7) 4+ 1 ce qui est contradictoire.

Un langage de programmation dont tous les programmes terminent est donc
toujours incomplet, car il ne permet pas d’exprimer son propre interpréteur.
C’est, par exemple, le cas du langage impératif formé de la déclaration de
variable, de D’affectation, de la séquence, du test et de la boucle for.

On peut redémontrer ainsi I'indécidabilité du probléme de 'arrét, puisque
si I’ensemble de tous les programmes qui terminent toujours était décidable,
il existerait, une fonction calculable totale qui ne serait représentée par aucun
programme de cet ensemble, ce qui est contradictoire.

On peut aussi redémontrer I'existence d’'une fonction calculable totale qui
n’est pas récursive primitive, puisque ’ensemble des programmes exprimés dans
le langage 7', Z™, Suce, o}, Rec™ est décidable.
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Le calcul comme une suite de petits pas

La définition de 'interpréteur, a la section 3.4.2, nous a donné une nouvelle
maniére d’aborder la notion de calcul, dans laquelle les programmes sont les
expressions d’un langage £. A partir d'un programme ¢ et d’arguments py, ...,
Pn, ON construit un terme, qui est une expression d’un langage £, qui étend le
langage L. L’exécution des programmes est définie par une fonction calculable
totale des termes de £’ dans les termes de £’. Cette fonction décrit un petit
pas de calcul. On l’itére ensuite jusqu’a obtenir un entier, qui est le résultat
du calcul, ou alors a l'infini, auquel cas le programme ¢ ne termine pas sur les
arguments p1, ..., p,. La notion de terminaison de la définition 3.12 rejoint ici
I’acception courante : un programme qui ne termine pas est un programme qui
calcule éternellement.

Les langages £ et £’ et la fonction qui décrit un petit pas de calcul défi-
nissent un langage de programmation et une fonction partielle f est dite repré-
sentable dans ce langage s’il existe un programme ¢ tel que le terme formé du
programme ¢ et des entiers p1, ..., p, se calcule en 'entier f(p1,...,p,) quand
la fonction f est définie en pq, ..., p, et ne termine pas sinon. Il est facile de
montrer que toutes les fonctions partielles représentables dans un tel langage
sont calculables.

Dans certains langages de programmation, comme dans celui de la section
3.4.2, toutes les fonctions calculables sont représentables, on dit alors que ces
langages sont complets au sens de Turing.

Entrent dans ce cadre les langages de programmation traditionnels comme
Java, Caml, C, ... dont on peut décrire 'exécution des programmes comme
une suite de petits pas.
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Entrent également dans ce cadre un certain nombre de langages de program-
mation théoriques, plus dépouillés. Ces langages ont une utilité différente des
langages de programmation traditionnels : les algorithmes sont bien entendu
plus difficiles & exprimer dans ces langages organisés autour d’'un nombre mini-
mal de constructions, mais ils sont plus faciles & étudier : simplifier le langage
dans lequel un algorithme est exprimé permet de simplifier les raisonnements
qui permettent d’établir que cet algorithme termine, préserve un certain inva-
riant ou a une certaine complexité.

Nous allons voir dans ce chapitre trois exemples de tels langages minimaux :
la réécriture, le lambda-calcul et les machines de Turing.

4.1 La réécriture

La réécriture est le plus simple des langages dans lesquels le calcul est
exprimé comme une suite de petits pas. Les termes avec lesquels on calcule
sont simplement des termes d’'un langage sans lieurs et le pas élémentaire de
calcul est défini par un ensemble de régles, appelées régles de réécriture, qui
spécifient comment transformer un terme en un autre. Par exemple, la régle

0+y—uy

spécifie que n’importe quel terme de la forme 0 + ¢ peut se transformer en ¢.

Définition 4.1 (Régle de réécriture)

Soit £ un langage sans lieurs. Une régle de réécriture du langage £ est un couple
formé de deux termes de L, [ et 7, noté [ — 7.

Définition 4.2 (Une étape de réduction & la racine)

Soit R un ensemble de régles de réécriture, une étape de R-réduction a la racine
est la relation définie sur les termes du langage £ par ¢ — u s’il existe une
régle de réécriture | — r dans R et une substitution o telle que ol = t et
or = u.

Définition 4.3 (Radical)

Soit, R un ensemble de régles de réécriture, un terme t est un radical s’il est
réductible par la relation —, c’est-a-dire s’il existe une régle de réécriture
Il — r et une substitution o telle que ol = t.
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La relation — s’étend en une relation qui permet d’effectuer une réduction
dans un sous-terme.

Définition 4.4 (Une étape de réduction)

Soit R un ensemble de régles de réécriture, une étape de R-réduction est la
relation inductivement définie par

— sit — w alors t > u,

— si t>u, alors f(tl, oo tic, b, ,tn)l>f(t1, ot Uy tig, ,tn).

Définition 4.5 (La réduction)

La réduction >* est la fermeture réflexive-transitive de la relation >.

Exercice 4.1

Soit, un ensemble formé des deux régles de réécriture
O+ty—y

S(x)+y — Sz +y)
Montrer que S(S(0)) + S(S(0)) >* S(S(S(5(0)))).

Définition 4.6 (Irréductibilité, terminaison)

Soit R une relation binaire. On dit qu’un élément ¢ est irréductible pour la
relation R s’il n’existe pas d’élément u tel que t R u.

On dit qu’un élément t termine s’il existe un élément ¢’ irréductible tel que
t R* t.

Définition 4.7 (Irréductibilité, terminaison d'un terme)

Soit R un ensemble de régles de réécriture. On dit qu’un terme ¢ est irréductible,
s’il est irréductible pour la relation >, c’est-a-dire si aucun de ses sous-termes
n’est un radical.

On dit qu’un terme t termine s’il termine pour la relation >, c’est-a-dire
s’il existe un terme irréductible ¢ tel que ¢ >* ¢'.

Par exemple, si on a deux régles f(xz) — a et w — w, alors dans le terme
w ne termine pas car le seul terme en lequel il se réduise est w lui-méme. En
revanche, le terme f(w) termine. En effet, on peut réduire le sous-terme w, ce
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qui donne le terme f(w) lui-méme, mais aussi effectuer la réduction a la racine,
ce qui donne le terme irréductible a.

Définition 4.8 (Confluence)

Une relation binaire R est dite confluente si & chaque fois que t R* uw et t R* v,
il existe un w tel que u R* w et v R* w.

Quand la relation > est confluente, alors un terme u se réduit en au plus
un terme irréductible : si ¢t >* uw et t >* v et u et v sont irréductibles, alors
u = v. Plus généralement si ¢, u et v sont trois termes tels que t >*u et t >* v
et v est irréductible, alors u >* v. En revanche, comme nous I’avons vu avec le
terme f(w) ci-avant, il se peut qu’une maniére de réduire le terme aboutisse &
un terme irréductible et une autre non.

Définition 4.9 (Ensemble de régles orthogonal)

Un ensemble R de régles de réécriture est orthogonal si

— si Il — r est une régle de réécriture de R, alors toutes les variables de r

apparaissent dans [,

— si I — 7 est une régle de réécriture de R, alors chaque variable x a au

plus une occurrence dans [,

— —sil — r et !’ — r’ sont deux régles de réécriture de R distinctes,
et " est un sous-terme de !’ distinct d’une variable, alors pour toute
substitution o et 7, ol # 71",
si | — r est une régle de réécriture de R, et I” est un sous-terme de
[ distinct d’une variable et de [, alors pour toute substitution o et 7,

ol #7l".

Exercice 4.2

L’ensemble formé de la régle

est-t-il orthogonal ?
Montrer que le terme c¢ se réduit en deux termes irréductibles distincts.

Exercice 4.3

L’ensemble formé des régles
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flg(x)) — b

est-t-il orthogonal 7
Montrer que le terme f(g(h(c))) se réduit en deux termes irréductibles dis-
tincts.

Exercice 4.4

L’ensemble formé des régles
z—x—0

S(z)—z—1
o0 — S(00)

est-t-il orthogonal 7
Montrer que le terme oo — oo se réduit en deux termes irréductibles distincts.

Cette notion d’orthogonalité est motivée par le résultat suivant que nous
ne démontrons pas ici.

Proposition 4.1 (La confluence des ensembles de régles orthogonaux)

Si R est un ensemble orthogonal de régles de réécriture, alors la relation > est
confluente.

Définition 4.10 (La représentation des entiers)

Si le langage £ contient une constante 0 et un symbole unaire S et si p est un
entier, on note p le terme S(S(...(S(0))...)) avec p occurrences du symbole S.

Définition 4.11 (La représentation des fonctions)

Soit, £ un langage qui contient les symboles 0 et S et R un ensemble confluent
de regles de réécriture tel que les termes de la forme p soient irréductibles, et
F un symbole de L. Soit f une fonction partielle. Le couple R, F' représente la

fonction f si pour tout pi1,...,p,
si f(p1,...,pn) = qalors F(py,...,pn) >*q,
si f n'est pas définie en py,...,py, alors F/(py,...,p,) ne termine pas.

Cette définition n’entre pas complétement dans le cadre que nous avons
défini dans l'introduction de ce chapitre puisqu’un terme dont plusieurs sous-
termes sont des radicaux peut se réduire en plusieurs autres termes.
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On peut, toutefois, définir une stratégie particuliére : la réduction en appel
par nom qui supprime ce non-déterminisme quand l’ensemble de régles est
orthogonal.

Définition 4.12 (Une étape de réduction en appel par nom)

Une étape de R-réduction en appel par nom est la relation inductivement définie
par
—sit—t', alorst = t/,
— si f(t1,...,t,) n’est pas un radical, si ¢1,...,¢;—1 sont irréductibles, et si
t; > t; alors f(tl, o tic, tiytign, - ,tn) - f(tl, Ce 7ti71at;;7ti+1a Ce ,tn).

Autrement dit, face & un terme qui contient plusieurs radicaux, on choisit
un radical prioritaire : celui qui est le plus & gauche dans le terme.

On peut remarquer si un terme est irréductible pour la relation >, il ne
contient pas de radicaux et il est donc également irréductible pour la relation
>. Si, en revanche, un terme peut étre réduit par la relation >, alors il contient
un ou plusieurs radicaux et il peut étre réduit par la relation >. Dans ce cas,
cependant, si I’ensemble de régles est orthogonal, il existe un terme unique en
lequel il se réduise en appel par nom.

Définition 4.13 (La réduction en appel par nom)

La réduction >* est la fermeture réflexive-transitive de la relation >, inducti-
vement, définie par

- t=*t,

—sit>=tett' =*t" alorst =*t".

Cette stratégie nous donne une autre notion de représentation des fonctions.

Définition 4.14 (La représentation des fonctions en appel par nom)

Soit £ un langage qui contient les symboles 0 et S et R un ensemble de régles de
réécriture tel que les termes de la forme p soient irréductibles, et F' un symbole
de L. Soit f une fonction partielle. Le couple R, F' représente la fonction f en
appel par nom si pour tout pi,...,pn,

—si f(p1,...,pn) = q, alors F(p1,...,pn) =¥ q,

— si f n’est pas définie en py,...,pn, alors F(p1,...,p,) ne termine pas en

appel par nom.
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La réduction en appel par nom nous permet de revenir dans le cadre que
nous avons défini dans introduction de ce chapitre. Un programme est simple-
ment un couple formé d’un ensemble orthogonal de régles de réécriture et d’un
symbole de fonction, le terme formé du programme (R, F') et des entiers p;,

., Pn est le couple formé de I'ensemble de régles R et du terme F(py, ..., pn)
et le pas élémentaire de calcul est la réduction en appel par nom par les régles
de R.

Nous voulons maintenant associer, & chaque fonction calculable f, un en-
semble de régles de réécriture qui représente cette fonction, a la fois en général
et en appel par nom.

La principale difficulté est illustrée par cet exemple. Si g est une fonction qui
n’est pas définie en 4 et h est la fonction identiquement nulle, la fonction f =
hog n’est pas définie en 4. Pourtant, si on pose naivement les régles H(x) — 0
et F(z) — H(G(x)), alors le terme F(4) se réduit en H(G(4)) puis en 0,
alors qu’il ne devrait pas terminer. On modifie donc les régles H(x) — 0 et
F(z) — H(G(z)) en H(z) — 0&x et F(x) — H(G(z))&z en introduisant
un symbole binaire & tel que t&wu se réduise en t si u se réduit en un entier, mais
t&wu ne termine pas si v ne termine pas. Cette propriété s’obtient en posant les
régles ©&0 — x et x&S(y) — z&y, qui effacent le terme u progressivement,
a condition que ce soit la représentation d’un entier.

Définition 4.15 (La représentation des fonctions calculables)

Soit, f une fonction calculable & n arguments, on associe & f un ensemble de
régles de réécriture et un symbole F'. Tous les ensembles contiennent les régles
suivantes

&0 — z

&S (y) — z&y
If2(0,y,2) — y
If2(S(z),y, z) — z&x

Puis, on ajoute des régles spécifiques a la fonction f, par récurrence sur sa
construction.
Si la fonction f est la i-iéme projection, on ajoute la régle

F(z1,...,2n) — (((zi&x1)& .. . &xim1)&xig1)& .. &)
Si la fonction f est identiquement nulle, on ajoute la régle

F(x1,...,xn) — ((0&zx1)& ... &xp)



96

4. Le calcul comme une suite de petits pas

Si la fonction f est la fonction successeur, on ajoute la régle
F(z) — S(x)
Si la fonction f est 'addition, on ajoute les régles
FO,y) —y
F(S(x),y) — S(F(z,y))
Si la fonction f est la multiplication, on ajoute les régles
F(0,y) — 0&y
F(S(z),y) — F'(F(z,y),y)
F'(0,y) —y
F'(S(x),y) — S(F'(2,y))

Si la fonction f est la fonction caractéristique de la relation d’ordre, on
ajoute les régles

F(0,y) — S(0)&y
F(S(x),0) — 0&=zx
F(S(x), S(y)) — F(z,y)

Si la fonction f est la composée de h et g1, ..., gm, alors on considére les
ensembles de régles de réécriture associés a ces fonctions en renommant
les symboles afin que ces ensembles de régles ne partagent pas d’autres
symboles que 0, S, & et Ifz, on prend 'union de ces ensembles de régles
de réécriture et on ajoute la régle

F(z1,...,xp) — (H(G1(x1,-. s 2n), - o, G(x1, .. 20))) &x1& . . &y

Si la fonction f est définie par minimisation & partir de la fonction g, alors
on considére 'ensemble de régles de réécriture associé a cette fonction et
on ajoute les régles

F(xlv"'vxn) —>FI(£C1,...,£E”,O)

Fl(xla"'vxn;y) I Ifz(G(xl,...,xn,y),y,F/(xl,...,xn,S(y)))

Proposition 4.2

L’ensemble de régles construit a la définition 4.15 est confluent.

Démonstration. Cet ensemble est orthogonal. D’aprés la proposition 4.1, il est

donc confluent.
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Proposition 4.3

Si f(p1,...,pn) = q et les termes uy, ..., u, se réduisent en py, ..., p, en
appel par nom, alors le terme F'(u1,...,uy) se réduit en ¢ en appel par nom.

Démonstration. Par récurrence sur la construction de f. Si f est une projection
F(uq,...,u,) se réduit en ((((u;&u1)&...&u;—1)&uit1)& ... &uy,) qui se ré-
duit, en appel par nom, en p;. Le cas ot f est une fonction identiquement nulle,
la fonction successeur, I’addition, la multiplication et la fonction caractéristique
de la relation d’ordre sont similaires.

Si la fonction f est la composée de h et g1, ..., gm, alors F(uy,...,u,) se
réduit, en appel par nom, en (H(G1(u1, ..., Un), - Gm(u1, ..., up)))&ui& . ..
&uy,. Par hypothése de récurrence, ce terme se réduit, en appel par nom, en
q&ui& . . . &u,, puis en q.
~ Sila fonction f est définie par minimisation & partir de la fonction g, alors
9(p1,---,Dn,r) est défini et prend une valeur non nulle pour tous les entiers
r strictement inférieurs a ¢, et g(p1,...,Pn,q) = 0. Le terme F(uy,...,u,) se
réduit, en appel par nom, en F'(u1, ..., uy,0), puisen F'(u1, ..., u,,1)&uvo, ...,
F'(u, .y un, Q)&vg1& . .. &, ol vg se réduit en g(p1,...,pn,0), ..., v4—1 €n
9(p1,- -y Pn,q— 1), puis en Ifz(G(us, ..., un,q),q F'(u1,...,un,q+1))&vy 1
& .. &g, en If2(0, ¢, F'(u1, . . ., Un, ¢ + 1) &vg_1& . .. &vp, en g&vg_1& . . . &vg
et enfin en g. - - -

On veut montrer maintenant que si la fonction f n’est pas définie en
D1, ---,Pn, alors le terme F(pi,...,p,) ne termine pas. On commence par la
proposition suivante.

Proposition 4.4

Si 'un des termes uq,...,u, ne termine pas, alors F(uj,...,u,) ne termine
pas, c’est-a-dire que si F'(uq, ..., u,) >*t/, alors ¢’ n’est pas irréductible.

Démonstration. On remarque tout d’abord que si un terme de la forme S(u) ne
termine pas, alors u non plus. Ensuite, si ¢ est un terme, on définit ’ensemble
des sous-termes stricts de t par récurrence sur la structure de ¢

sit =z, alors STS(t) = {t},

si f est un symbole de fonction distinct de Ifz (c’est-a-dire 'un des sym-

boles 0, S, & ou un symbole F associé & une fonction calculable) et

t= f(uy,...,uy), alors STS(t) = {t} U, ST'S(u;),

si t = Ifz(uy, ug,ug), alors STS(t) = {t} U STS(uq).

On montre que pour un ensemble de régles de réécriture construit a la

définition 4.15, si ¢ — t' et STS(¢) contient un terme qui ne termine pas,
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alors STS(t') également. Soit v un élément de STS(t) qui ne termine pas. Si
le terme w est t lui-méme, alors ¢’ ne termine pas et ST'S(t') contient donc un
élément qui ne termine pas. Si cet élément est distinct de ¢, alors on vérifie,
régle par régle, que ou bien cet élément appartient & STS(t') qui contient donc
un élément qui ne termine pas ou bien cet élément est de la forme S(u') et
STS(t') contient u’, qui, d’aprés la remarque ci-avant, ne termine pas.

On montre ensuite, par récurrence sur la structure de ¢, que si ¢t > t' et
STS(t) contient un terme qui ne termine pas, alors STS(t') également, puis
que si t >* ¢ et STS(t) contient un terme qui ne termine pas, alors STS(¢')
également.

On en déduit que si I'un des u; ne termine pas et F(uq,...,u,) >*t', alors
STS(t') contient un terme qui ne termine pas. L'un des sous-termes de ¢’ est
donc un radical et ¢’ n’est pas irréductible.

On peut alors montrer que si la fonction f n’est pas définie en py,...,pn,
alors le terme F(pi,...,pn) ne termine pas.

Proposition 4.5

Si les termes uy,...,u, se réduisent en les termes pi, ..., p, et f n’est pas
définie en pi,...,p,, alors F(uj,...,u,) ne termine pas, c’est-a-dire que si
F(uy,...,u,) >*t, alors ¢ n’est pas irréductible.

Démonstration. Soit ¢ un terme tel que F(uq,...,u,) >*t, on montre par
récurrence sur la construction de f que t’ n’est pas irréductible.

Les projections, les fonctions identiquement nulles, la fonction successeur,
I’addition, la multiplication et la fonction caractéristique de la relation d’ordre
sont totales.

Si la fonction f est définie comme la composée de h et g1, ..., gm, si, dans la
suite de réduction de F'(uy, ..., u,) &t on ne réduit jamais un terme a la racine,
t' est lui-méme un radical. Si on réduit un radical & la racine aprés un certain
nombre d’étapes, on obtient le terme H(Gy(uf,...,ul),...,Gn(u},...,ul))
&ui& ... &ul, ou les w; sont des réduits de w; et ¢’ est un réduit de ce
terme. Par confluence, u} se réduit en p;. Si I'une des fonctions g; n’est
pas définie en pq,...,pn, alors, par hypotﬁ%se de récurrence, I’'un des termes
G;(uy,...,u)) ne termine pas et donc, d’aprés la proposition 4.4, le terme
H(Gy(uh, .. ul)y .o, G(u), ... ul)) mnon plus et donc le terme
H(Gy(u), .. yul), oo, G (ul, .o ul )& ... &ul, non  plus. Sinon,
9i(p1,---,pn) = ¢ et la fonction h n’est pas définie en ¢1,...,¢,. Dans
ce cas, Gi(ul,...,u;,) se réduit en g; et donc par hypothése de récurrence
H(Gy(uy, .. yub), .., G(u,...,ul))  ne termine pas. Le terme
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H(Gy(uy, ..o ul)y o, G (U], .. ul)&ul&e . . &ul, ne termine donc pas non
plus. Comme le terme H(Gyi(ul,...,ul),...,Gn(ul,...,ul))&u) ... &u!, ne
termine pas, ' n’est pas un terme irréductible.

Si f est définie par minimisation d’une fonction g. Alors, ou bien la fonction
g est partout définie et elle prend partout une valeur non nulle, ou bien elle
prend une valeur non nulle jusqu’a un certaine valeur ¢ — 1, puis n’est pas
définie en q.

Dans le premier cas, par hypothése de récurrence si les termes u, ..., ul,
se réduisent en pi1, ..., p, et v’ se réduit en un entier quelconque, le terme
G(ul,...,ul,u") se réduit en un entier non nul. On construit inductivement un
ensemble de termes qui contient

les termes de la forme F'(uf,...,u}) o les termes u], ..., u,, se réduisent
en pi, ..., Pn,

— les termes de la forme F'(uf,...,ul,u)&wi&...&ws ou les termes

ul,...,u), seréduisent en py, ..., p, et v, wi,..., ws en des entiers quel-
conques,

— les termes de la forme Ifz(t, u,v)&wi& ... &ws, ou le terme ¢ se réduit
en un entier non nul, u est quelconque, v appartient & ’ensemble et
wi, ..., ws se réduisent en des entiers quelconques.

On montre que la réduction ne sort pas de cet ensemble et donc que le terme
t’ appartient & cet ensemble et qu’il n’est, de ce fait, pas irréductible.
Dans le second cas, par hypothése de récurrence si les termes uj, ..., ul,
réduisent en py, ..., p, et v se réduit en 7 pour r < g, le terme G(u}, ..., uy,, u’)
se réduit en un entier non nul. On construit inductivement un ensemble de

se

termes qui contient

— les termes de la forme F(uf,...,u}) ot les termes u}, ..., u, se réduisent
en pi, ..., Pn,
les termes de la forme F'(u},...,ul, v )&wi& ... &w, on les termes
ul, ..., ul, seréduisent en py, ..., py, v/ en r pour r < g et wy, ..., w, en

des entiers quelconques,
les termes de la forme Ifz(t,u,v)&wi& ... &ws ou le terme ¢ se réduit
en un entier non nul, u est quelconque, v appartient & 1’ensemble et

wy, ..., ws se réduisent en des entiers quelconques,

les termes de la forme Ifz(t,u, v)&wi& . .. &ws ou le terme ¢ ne termine
pas u et v sont quelconques et wi,...,ws se réduisent en des entiers
quelconques,

les termes de la forme v&t&w & . .. &ws ot le terme ¢ ne termine pas v
est quelconque et wy, ..., ws se réduisent en des entiers quelconques.
On montre que la réduction ne sort pas de cet ensemble et donc que le terme
t' appartient & cet ensemble et qu’il n’est, de ce fait, pas irréductible.

On peut enfin conclure.
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Théoréme 4.1

Toute fonction calculable est représentable par un ensemble de régles de réécri-
ture en général et en appel par nom.

Ce théoréme a une réciproque : toutes les fonctions représentables en appel
par nom par un ensemble de régles de réécriture sont calculables. En effet, les
termes du langage £ sont des arbres, ils peuvent donc naturellement, étre numé-
rotés. Il suffit ensuite de montrer que la fonction qui décrit un pas élémentaire
de calcul, c’est-a-dire la fonction qui & t associe le terme u tel que t > wu est
calculable.

Exercice 4.5

Donner une démonstration directe du fait que ’ensemble des fonctions ex-
primables par un ensemble de régles de réécriture est clos par définition par
récurrence.

Exercice 4.6

Une relation R définie sur un ensemble E est dite fortement confluente si &
chaque fois que t R u et t R v, il existe un élément w tel que (v R w ou u = w)
et (v R w ouv=w).

Montrer qu’une relation fortement confluente est confluente.

Exercice 4.7

Cet, exercice demande d’avoir fait I’exercice 4.6.

Le but de cet exercice est de montrer un cas particulier du théoréme selon
lequel un ensemble de régles orthogonal définit une relation t> confluente. Soit
le langage formé des constantes a et b, du symbole de fonction unaire f et du
symbole de fonction binaire g. Soit ’ensemble de régles

a—b
f(@) — g(z, )

1. La relation t> pour cet ensemble de régles est inductivement définie par les
régles

Q
Y
>

ft)>g(t,t)
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to>t
f@) > f(t)
t >t
g(t1,t2) > g(t), t2)
to > th
g(t1,t2) > g(t1, 1)
A-t-on g(a,a) > g(b,b) ? La relation > définie par cet ensemble de régles
est-elle fortement confluente ?

2. Soit la variante de cette relation, la réduction paralléle, inductivement dé-
finie par les régles

tll
allp

fyelg(t,t)
to>lle
OLANI()
tile) tald)
gltr,t2) > g(th, th)

A-t-on g(a,a)>!lg(b, b) ? Montrer que la relation >l est fortement confluente.
Montrer que la relation > est confluente.

3. Montrer que si tt>u alors t >l u. Montrer que si t>*u alors ¢>* 4. Montrer
que si t > alors t >* u. Montrer que si ¢ >!* u alors ¢ >* u. Montrer que
la relation > est confluente.

Exercice 4.8 (Le principe de récurrence noethérienne)

Soit R une relation définie sur un ensemble E. Une suite de réductions pour
cette relation est une suite finie ou infinie xg, 21, z2,... telle que pour tout 7,
z; R z;y1. On dit qu'un élément = de E termine fortement si toute suite de
réductions issue de x est finie.

On dit que la relation R termine fortement ou encore qu’elle est bien fondée
ou encore qu’elle est nethérienne si tout élément termine fortement.

1. Montrer qu’un élément qui termine fortement termine.

2. Donner une relation pour laquelle tout élément termine, mais il existe des
éléments qui ne terminent pas fortement.
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3. Soit R une relation sur un ensemble E. On dit qu’un élément u est un
réduit de ¢, t RT u, s’il existe une suite de réductions finie et non réduite
a un élément qui va de t & u. Soit A un sous-ensemble de E tel que

pour tout élément x de E
si tous les réduits de x sont dans A, alors x est dans A

Montrer que si & n’est pas dans A, il ne termine pas fortement. Montrer
que si z termine fortement, il appartient & A. Montrer que si R est bien
fondée alors tous les éléments de E appartiennent & A.

Exercice 4.9 (Le théoréme de Newman)

Cet exercice demande d’avoir fait 1’exercice 4.8.
Une relation R définie sur un ensemble F est dite localement confluente si &
chaque fois que t R u et t R v, il existe un élément w tel que u R* w et v R* w.

1. On considére un ensemble formé de quatre éléments a, b, ¢ et d et la relation
définie par a R b, b R a, a R cet b R d. Cette relation est-elle localement
confluente ? Est-elle confluente 7 Une relation localement confluente est-elle
confluente ?

2. Montrer qu’une relation bien fondée et localement confluente est confluente.

4.2 Le lambda-calcul

I’idée du lambda-calcul est de rapprocher le langage des programmes de
celui utilisé habituellement, en mathématiques, pour exprimer les fonctions.

Si e est une fonction, qui, & 'entier p, associe 'entier 27, la fonction qui &
entier p associe I'entier 22" s'exprime dans le langage de la section 3.4.2 par
le terme o}(e,e) ou encore par le terme oi(e,ol(e,71)). On peut, cependant,
Pécrire plus simplement = +— App(e, App(e, x)), ou Az App(e, App(e, x)), ou
encore fun x — App(e, App(e,x)), en utilisant un symbole binaire App, qui ne
lie pas de variables dans ses arguments et un symbole unaire +—, aussi noté A ou
fun, qui lie une variable dans son argument. En notant (¢ «) le terme App(¢, )
Pexpression ci-avant s’écrit plus simplement fun z — (e (e z)).

Il n’est pas nécessaire d’étendre la notation fun pour construire des fonc-
tions de plusieurs arguments, car on peut toujours construire de telles fonc-
tions comme des fonctions d’un argument unique en utilisant I'isomorphisme
(Ax B) - C=A— (B — (). Par exemple, la fonction qui & x et y associe le
nombre x X x +y X y est définie comme la fonction qui a = associe la fonction
qui & y associe le nombre z X z +y Xy : funz — funy — (xr X z +y X y).
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Appliquer cette fonction f aux nombres 3 et 4 demande de 'appliquer d’abord
a 3, ce qui donne le terme (f 3), qui est la fonction qui & y associe 3 X 3+y Xy,
puis & 4, ce qui donne le terme ((f 3) 4).

Définition 4.16 (Le langage du lambda-calcul)

Le langage du lambda-calcul est formé d’un symbole binaire App qui ne lie pas
de variables et d'un symbole unaire fun qui lie une variable dans son argument.

Quand on applique une fonction fun x — ¢ & un terme w, on veut pouvoir
transformer cette expression en l’expression (u/z)t dans laquelle 'argument
formel z a été substitué par 'argument réel u. Cette transformation est le pas
élémentaire de calcul du lambda-calcul que l'on itére.

Définition 4.17 (Une étape de béta-réduction a la racine)

Une étape de béta-réduction a la racine est la relation sur les termes du lambda-
calcul — définie par

((fun x — t) u) — (u/x)t

Définition 4.18 (Radical)

Un radical est un terme réductible par la relation —, c’est-a-dire un terme de
la forme ((fun © — t) u).

La relation — s’étend en une relation qui permet de réduire un terme de
la forme ((fun x — t) u) dans un sous-terme.

Définition 4.19 (Une étape de béta-réduction)

Une étape de béta-réduction est la relation sur les termes du lambda-calcul >
inductivement définie par

sit —t/, alors t > t/,

sit>t, alors (t u) > (¢ u),

siw >, alors (¢ uw) > (¢t v),

sit>t, alors (fun x — t) > (fun x — t').
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Définition 4.20 (La béta-réduction)

La béta-réduction >* est la fermeture réflexive-transitive de la relation >.

Définition 4.21 (Irréductibilité, terminaison)

On dit qu’un terme t est irréductible, s’il est irréductible pour la relation >,
c’est-a-dire si aucun de ses sous-termes n’est un radical.

On dit qu’un terme t termine s’il termine pour la relation >, c’est-a-dire
s’il existe un terme irréductible ¢ tel que ¢ >* ¢'.

Par exemple, le terme ((fun 2 — (x x)) y) termine car il se réduit en le terme
irréductible (y y). En revanche, le terme w = ((fun 2 — (z z)) (funz — (z x)))
ne termine pas, car le seul terme en lequel il se réduit est w lui-méme. Le terme
((fun 2 — y) w), quant a lui, termine car il se réduit en le terme irréductible y.

Puisque, quand un terme contient plusieurs radicaux, on peut réduire n’'im-
porte lequel de ces radicaux, rien n’empéche, a priori, un terme de se réduire
en plusieurs termes irréductibles distincts. On peut cependant montrer que ce
n’est pas le cas, en utilisant un théoréme de confluence de la relation >, qui
se démontre en montrant la confluence forte d’une relation de béta-réduction
paralléle, comme & I’exercice 4.7, mais que nous ne démontrons pas ici.

Proposition 4.6 (La confluence de la béta-réduction)

La relation > est confluente.

La relation > étant confluente, un terme w se réduit en au plus un terme
irréductible : si t >* u et t >* v et u et v sont irréductibles, alors u = v.
Plus généralement, si t, u et v sont trois termes tels que t >* u et t >* v et
v est irréductible, alors u >* v. En revanche, certains termes, comme le terme
((fun z — y) w) ci-avant, se réduisent en un terme irréductible, si on choisit de
réduire un radical, et se réduisent & 'infini, si on choisit d’en réduire un autre.

On peut remarquer que le lambda-calcul n’est pas tout & fait un ensemble
de régles de réécriture au sens de la section précédente, car le symbole fun
lie une variable, alors que les langages considérés a la section précédente était
sans lieurs. De plus, le membre droit de la régle de béta-réduction utilise une
opération annexe : la substitution. Enfin, dans le membre gauche de la régle de
béta-réduction, on ne peut pas considérer ¢ et u comme des variables que 1'on
instancierait avec une substitution o, car la substitution évitant les captures,
cela interdirait & x d’apparaitre dans le terme ¢. Il serait donc nécessaire d’in-
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troduire une distinction entre les variables comme x et les variables comme ¢
afin que la substitution de la variable ¢ par un terme permette de capturer x
— le méme genre de distinction est nécessaire si on veut étendre la logique des
prédicats avec des lieurs dans les termes. Tl existe des extensions de la notion
de réécriture aux langages avec des symboles lieurs, qui vont dans ce sens, mais
nous ne les aborderons pas dans ce livre.

Supposons que nous associons & chaque entier p un terme irréductible du
lambda-calcul p. Nous pouvons alors définir une notion de représentation des
fonctions dans le lambda-calcul.

Définition 4.22 (La représentation des fonctions dans le lambda-calcul)

On dit qu'un terme F' du lambda-calcul représente une fonction f des entiers

dans les entiers si pour tout n-uplet d’entiers pi,...,pn
si f(p1,...,pn) = ¢, alors (F p1 ... pn) >* g,
si f n’est pas définie en py, ..., pp, alors le terme (F p; ... pn) ne termine
pas.

Comme dans le cas de la réécriture, cette définition n’entre pas compléte-
ment dans le cadre que nous avons défini dans introduction de ce chapitre
puisqu’un terme dont plusieurs sous-termes sont des radicaux peut se réduire
en plusieurs autres termes.

On peut, toutefois, définir une stratégie particuliére : la réduction en appel
par nom qui supprime ce non-déterminisme. De plus, un théoréme, le théoréme
de standardisation, montre que 1’on ne perd rien en se limitant & la réduction
en appel par nom.

Définition 4.23 (Une étape de béta-réduction en appel par nom)

Une étape de béta-réduction en appel par nom est la relation sur les termes du
lambda-calcul = inductivement définie par
—sit—t', alorst = t/,
— si (t u) n’est pas un radical (c’est-a-dire si ¢ n’est pas de la forme fun) et
sit>t, alors (t u) > (¢ u),
si (t u) n’est pas un radical et aucun sous-terme de ¢ n’est un radical et
u =o', alors (t u) > (¢t u'),
sit >t alors (fun z — t) = (funx — t').

Autrement dit, face & un terme qui contient plusieurs radicaux, on choisit un
radical prioritaire. Si le terme a la forme fun x — ¢, alors le radical prioritaire
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est le radical prioritaire de ¢. Si le terme a la forme (¢ u), alors on donne
priorité au radical & la racine, s’il en existe un, sinon on donne priorité au
radical prioritaire de ¢, s'il en existe un, et sinon au radical prioritaire de u. Le
radical prioritaire est donc celui qui est le plus & gauche dans le terme.

On peut remarquer si un terme est irréductible pour la relation >, il ne
contient pas de radicaux et il est donc également irréductible pour la relation
>. Si, en revanche, un terme peut étre réduit par la relation >, alors il contient
un ou plusieurs radicaux et il peut étre réduit par la relation >. Dans ce cas,
cependant, il existe un terme unique en lequel il se réduit en appel par nom.

Définition 4.24 (La béta-réduction en appel par nom)

La béta-réduction >* est la fermeture réflexive-transitive de la relation >, in-
ductivement définie par

- t=*t,

—sit>=tett' =*t" alorst =*1t".

Nous avons vu que certains termes, comme ((fun * — y) w), se réduisent
en un terme irréductible, si on choisit de réduire un radical, et se réduisent
a l'infini, si on choisit d’en réduire un autre. Le théoréme de standardisation,
que nous ne démontrons pas ici, montre que pour un tel terme, la réduction en
appel par nom termine toujours.

Proposition 4.7 (Le théoréme de standardisation)

Sit>*t et t estirréductible, alors t =* t'.

Une conséquence du théoréme de standardisation est que si un terme ne
termine pas pour la béta-réduction en appel par nom, alors il ne termine pas
pour la béta-réduction en général.

Nous pouvons nous donc nous limiter & utiliser la réduction en appel par
nom et définir de maniére alternative les notions d’irréductibilité, de terminai-
son et de représentation des fonctions.

Proposition 4.8

Un terme est irréductible si et seulement s’il ne peut pas étre réduit par
la relation »>.

Un terme ¢ termine si et seulement 8’1l existe un terme irréductible ¢’ tel
que t =*t'.
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Un terme F' du lambda-calcul représente une fonction f des entiers dans

les entiers si et seulement si pour tout n-uplet d’entiers p1,...,pn
— st f(p1,..-,pn) = g, alors (F p1 ... pa) =" g,
— si f n’est pas définie en pi,...,pp, alors le terme (F' p1 ... pn) ne

termine pas en appel par nom.

La réduction en appel par nom nous permet de revenir dans le cadre
que nous avons défini dans 'introduction de ce chapitre. Un programme est
un terme du lambda-calcul, le terme formé du programme F' et des entiers
D1, --,Pn est simplement le terme (F p; ... p,) et le pas élémentaire de calcul
est la réduction en appel par nom.

Nous voulons maintenant montrer que toutes les fonctions calculables sont
représentables dans le lambda-calcul. Le choix du terme p représentant I'entier
p a été originellement guidé par la volonté de représenter les fonctions définies
par récurrence, qui a mené a donner une réponse originale a la question : qu’est-
ce qu'un entier 7 Au lieu de répondre que l'entier 3 est ce qu’il y a de commun
a tous les ensembles de trois éléments, ce qui méne a la définition des entiers
comme des cardinaux, on répond que ’entier 3 est un algorithme qui itére trois
fois une fonction. Cela méne & la définition

3=funz — fun f — (f (f (f 2)))

et plus généralement a la définition suivante.

Définition 4.25 (Les entiers de Church)

Le terme p est le terme

p=funz — fun f— (f(f ... (f x)...)
——_—

p fois

Si le terme ¢t est 'entier de Church p et que u et v sont des termes quel-
conques, alors le terme (¢ u v) se réduit en appel par nom en deux étapes en le
terme w = (v (v ... (v u)...)) avec p occurrences du terme v.

Cependant, si le terme ¢ se réduit, en appel par nom, en p, sans étre néces-
sairement égal & p, on ne peut pas montrer que le terme (¢ u_v) se réduit en le
terme (v (v ... (v u)...)) car, quand on réduit (# u v) en appel par nom, dés
que le terme t a été réduit en un terme de la forme fun, le radical prioritaire
n’est plus dans le réduit de ¢, mais & la racine. Toutefois, on peut montrer que
si le terme ¢ se réduit en p alors le terme (¢ u v) appartient a 'ensemble I
ot la famille d’ensembles (Z»"), est définie par récurrence sur p de la maniére
suivante.
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Définition 4.26

L’ensemble Z;"" est 'ensemble des termes qui se réduisent, en appel par nom,
en u et 'ensemble T\, est I'ensemble des termes qui se réduisent en appel par

nom, en un terme de la forme (v w) ot w € Z".

Proposition 4.9

Si le terme ¢ se réduit en p, en appel par nom, alors le terme (¢ u v) appartient
§ Zwv -
v

Démonstration. On montre, plus généralement, qu'il existe un terme w de Z)>,
tel que le terme (¢ u v) se réduise en w, en appel par nom, en deux étapes. Par
récurrence double sur p et sur la longueur de la réduction de ¢ a p.

Si t = p, alors le terme (¢ u v) se réduit, en appel par nom, en deux étapes,
en le terme w = (v (v ... (v w)...)), avec p occurrences du terme v, qui
appartient a Z;»".

Sinon, il existe un terme ¢’ tel que ¢ = ¢’ et ¢’ se réduise en p en appel par
nom en une étape de moins. Le cas oil le terme ¢ n’est pas de la forme fun est
facile, car dans ce cas, le terme (¢ u v) se réduit en (¢’ u v) en appel par nom
et il suffit d’appliquer ’hypothése de récurrence.

Si, en revanche, t est de la forme fun, il s’écrit fun y; — ... funy, — t; ou
t; n’est pas de la forme fun et n # 0. Le terme t se réduisant en un entier de
Church, on an =1 ou n = 2. Ecrivons ¢; = (rs1 ... smy) our n’est pas une
application. Le terme r est donc une variable ou un terme de la forme fun.

Si le terme r est une variable, alors le terme t se réduisant en un entier
de Church, mais n’étant pas irréductible, n = 2, r = yo, m = 1. Le terme
(t u v) est donc égal & ((fun y1 — fun y2 — (y2 s1)) uw v) et il se réduit, en
appel par nom, en deux étapes, en le terme w = (v (u/y1,v/y2)s1). On pose
w' = (u/y1,v/y2)s1. Le terme fun y; — fun y2 — s1 se réduit en p — 1 en appel
par nom et le terme ((fun y1 — fun y2 — s1) u v) se réduit en w’, en appel
par nom, en deux étapes. Par hypothése de récurrence, le terme w’ appartient
aZ,") et donc w appartient a Z)"".

Si le terme r est de la forme fun z — 7/, alors t; = ((fun z — ') 51 ... S;)
et ce terme n’étant pas de la forme fun, m # 0. Le terme ¢ est donc de
la forme fun y1 — fun yo — ... fun y, — ((fun z — ') s1 $2 ... Sm)
et le terme ¢’ en lequel il se réduit en appel par nom en une étape est
funyy — funys — ... funy, — ((s1/2)r" s2 ... 8$m). Sin =1, le terme (¢’ uv)
est égal & ((fun y1 — ((s1/2)r" s2 ... sm)) uw v) et il se réduit, en appel par
nom, en une étape, en w = (((v/y1, (w/y1)s1/2)r" (w/y1)s2 ... (u/y1)sm) v).
Par hypothése de récurrence, ce terme appartient a Z)". Le terme (¢t u v)
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est égal & ((fun y1 — ((fun z — ') s1 ... Sm)) w v), il se réduit, en
appel par nom, en deux étapes, en w, dont on a montré qu’il appartenait
azZypv. Sin = 2, le terme (' u v) est égal & ((fun y1 — fun yo —
((s1/2)r" s2 ... $m)) w v), il se réduit, en appel par nom, en deux étapes,

en b= ((u/y1,v/ya, (u/y1,v/y2)s1/2)r" (u/y1,v/y2)s2. .. (u/y1,v/y2)sm). Par
hypothese de récurrence, ce terme appartient a Zp»". Le terme (¢ u v) est égal
a ((funyr — funyas — ((funz — r') s1 ... sp)) u v), il se réduit, en appel par
nom, en trois étapes, en b. Le terme (¢ u v) se réduit donc, en deux étapes, en
un terme w qui se réduit en b. On a montré que le terme b appartenait a 7>,
c’est donc également le cas du terme w.

Proposition 4.10

Si t et u sont des termes qui se réduisent, en appel par nom, en des entiers de
Church n et p, et z, y et f sont des variables qui n’apparaissent pas dans ¢ et
u, alors
— le terme fun x — fun f — (f (¢t = f)) se réduit, en appel par nom, en le
terme n 41,
— le terme fun x — fun f — (¢t (u x f) f) se réduit, en appel par nom, en
le terme n + p,
le terme fun z — fun f — (t © (funy — (uy f))) se réduit, en appel par
nom, en le terme n X p,
le terme (t (K 1) T (u (K 0) T)), ot K = fun z — funy — x et
T = fun g — fun h — (h g), se réduit, en appel par nom, en le terme
x<(n,p).

Démonstration. On commence par montrer le lemme suivant par récurrence

sur n : si un terme appartient & ZU7f oil f est une variable et v un terme

quelconque, alors ce terme se réduit, en appel par nom, en (f (f ... (fv)...))

avec n occurrences du symbole f. On démontre ensuite les quatre propositions.
Le terme (t x f) se réduit, en appel par nom, en (f (f ... (fz)...)) avecn
occurrences du symbole f,le terme (f (tz f))en (f (f ... (fx)...)) avec
n + 1 occurrences du symbole f et le terme fun x — fun f — (f (t z f))
enn+1.

— En utilisant la proposition 4.9, le terme v = (u = f) appartient a I;f’f et
le terme (t (u x f) f) appartient a Z!*/. En utilisant le lemme ci-avant, le
terme (¢t (u x f) f) se réduit, en appel par nom, en (f (f ... (fv)...))
avec n occurrences du symbole f, puisen (f (f ... (fz)...)) avecn+p
occurrences du symbole f. Le terme fun x — fun f — (t (t © f) f) se
réduit donc, en appel par nom, en n + p.

— On montre, par récurrence sur Me si un terme v appartient &
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Iﬁ’ﬁm yﬂ(uyf), alors il se réduit, en appel par nom, en

(f (f ... (f ©)...)), avec n X p occurrences du symbole f. Dans le
cas n = 0, le terme v se réduit, en appel par nom, en x. Sinon, il se

réduit, en appel par nom, en ((fun y — (u y f)) v’), puis en (u v’ f)

z.fun y—(u y f)

avec v’ dans 7.7 . D’aprés la proposition 4.9 ce terme ap-

n

partient & I;’,’f et, d’aprés le lemme ci-avant, il se réduit donc, en
appel par nom, en (f (f ... (f v')...)) avec p occurrences du sym-
bole f, puis, par hypothése de récurrence, en (f (f ... (f x)...)) avec
p+(n—1) X p=n xpoccurrences du symbole f. D’aprés la proposition

4.9, le terme (t = (funy — (v y f))) appartient a zfun v= D) e

réduit donc, en appel par nom, en (f (f ... (f x)...)) avec n X p occur-
rences du symbole f. Le terme fun z — fun f — (t  (funy — (uy f)))
se réduit donc, en appel par nom, en n X p.

On montre, par récurrence sur n + p, que si a est un terme de I,(LK Q). T
et b est un terme de IISK ar
a,sin<p,eten 3 sip+1<mn. Sin=0,alorsleterme a se réduit, en
appel par nom, en (K «) et comme ce terme n’est pas de la forme fun,
le terme (a b) se réduit, en appel par nom, en (K « b), qui se réduit a
son tour, en appel par nom, en «. Sinon, le terme a se réduit, en appel

par nom, en (T a’), ou @’ est un élément de I,(fflg)’

, alors (a b) se réduit, en appel par nom, en

T, et comme ce terme
n’est pas de la forme fun, le terme (a b) se réduit, en appel par nom, en
(T a' b), qui se réduit a son tour, en appel par nom, en (b a’) qui, par
hypothése de récurrence, se réduit, en appel par nom, en 3,si p < n—1,
c’est-a-dire si p+ 1 < n, et en o, si n < p. D’aprés la p_roposition 4.9,
le terme (¢ (K 1) T) appartient & T DT et le terme (u (K 0)T) a

I,()K 9T Le terme t (K1) T (u (K 0)T)) seréduit doncen l,sin <p
et en 0 sinon, c’est-a-dire en x<(n,p).

Définition 4.27 (Le test)

On pose

If2(t, u,v) = (t u fun x — v)

ol z est une variable qui n’apparait pas dans v.

Proposition 4.11

Soient t, u et v trois termes du lambda-calcul tels que ¢ se réduise, en appel

par nom, en un entier de Church p. Si p = 0, alors Ifz(t, u,v) =* u, et si p # 0,
If2(t, u, v) =* .
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Démonstration. D’aprés la proposition 4.9.

Comme dans le cas de la réécriture, si G est un terme qui représente une
fonction g qui n’est pas définie en 4 et H un terme qui représente la fonction
h identiquement nulle, alors il faut s’assurer que le terme qui représente la
fonction hog ne termine pas en 4. Pour cela, comme dans le cas de la réécriture,
la fonction h ne sera pas représentée par le terme fun x — 0 mais par un terme
un peu plus compliqué fun x — 0&z qui s’assure que son argument termine sur
un entier de Church et, de méme, la fonction f sera représentée par le terme

fun x — (H (G z))&z.

Définition 4.28
Pour tout terme ¢ et pour tout terme u, on pose
t&eu = Ifz(u, t,t) = (u t (fun z —t))

oul x est une variable qui n’apparait pas dans t.

Proposition 4.12
Soient t et u deux termes du lambda-calcul tels que u se réduise, en appel par

nom, en un entier de Church. Alors t&u >* t.

Démonstration. D’aprés la proposition 4.11.

Enfin, pour représenter les fonctions définies par minimisation, il faut formu-
ler, dans le lambda-calcul, un mécanisme qui permet d’itérer perpétuellement
le test de la valeur de g(0), g(1), g(2), ... jusqu’a obtenir la valeur 0. Pour
cela on utilise le fait qu’il est possible dans le lambda-calcul d’appliquer une
fonction & elle-méme.

Définition 4.29 (Le point fixe)

Pour tout terme ¢, on pose

Yo = ((fun & — (t (& 2))) (funz — (¢ (z ©)))

Proposition 4.13
Y: = (t Y3).



112 4. Le calcul comme une suite de petits pas

Nous pouvons & présent associer & chaque fonction calculable un terme du
lambda-calcul.

Définition 4.30 (La représentation des fonctions calculables)

Soit f une fonction calculable & n arguments, on associe & f un terme du
lambda-calcul, défini par récurrence sur la construction de f.
Si f est la i-iéme projection, on lui associe le terme

funzy — ... funz, — (v &z1)& .. &xio1) &) & . &)
Si f est la fonction identiquement nulle, on lui associe le terme
funzy — ... funz, — ((0&z1)& ... &z,)

Si f est la fonction successeur, on lui associe le terme

S = funn— ((funz — fun f — (f (n o f)))kn)
Si f est ’addition, on lui associe le terme

funp— fun g — ((fun = — fun f — (p (¢ 7 f) f))&epleq)
Si f est la multiplication, on lui associe le terme
funp — fun g — ((fun  — fun f — (p x (fun y — (q y [))))&p&q)

Si f est la fonction caractéristique de la relation d’ordre, on lui associe le terme

funp — fun g — ((p (K 1) T (¢ (K 0) T))&p&q)

ot K =jfunx — funy — x et T = fun g — fun h — (h g). Si f est définie par
composition des fonctions h et g1, ..., gm, alors soient Gi, ..., G, et H les
termes associés a ces fonctions, on associe & f le terme

funzs — ... funz, — (H (Grz1 ... zp) ... (Grxy ... zp)&a1& .. . &xy)

Si f est définie par minimisation d’une fonction g, alors soit G le terme associé
a cette fonction, soit G’ le terme fun f — funx1 — ... fun z, — fun T, —
(If2((Gz1 ... T Tnt1)s Tnt1, (f x1 ... Tp (S py1)))) on associe & f le terme

funxzy — ... funz, — (Yo 21 ... xp O&z1& ... &2y)

Nous voulons maintenant montrer que ces termes représentent, les fonctions
calculables auxquelles ils sont associés.
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Proposition 4.14

Soit F' un terme du lambda-calcul associé a une fonction calculable f et soient
P1,...,Pn des entiers tels que f(p1,...,pn) = g, alors

*

(Fpi...pn) =" ¢
Démonstration. Par récurrence sur la construction de la fonction f, on montre
plus généralement que si uq,...,u, sont des termes qui se réduisent, en appel
par nom, en pi,...,pn, alors (F uy ... up,) =* q.

Si f est une proja:tion, une fonction identiq_uement nulle, la fonction suc-
cesseur, I’addition, la multiplication ou la fonction caractéristique de la relation
d’ordre, la propriété est une conséquence des propositions 4.10 et 4.12.

Si f est une fonction définie par composition des fonctions h et g1, ..., gm,
alors il existe des entiers rqi,...,7, tels que gi1(p1,...,pn) = 71,
9m D1y sPn) = Tm et h(r1,...,mm) = ¢. En utilisant la proposition 4.12,
le terme (F uy ... uy) se réduit, en appel par nom, en (H (Gy w1 ... up) ...
(G u1 ... uy)). Par hypothése de récurrence, le terme (G1 w1 ... uy,) se
réduit, en appel par nom, en r1, ..., (Gm u1 ... uy,) se réduit, en appel par
nom, en rp et (H (Grur ... up) ... (G ur ... up)) se réduit, en appel par
nom, en q.

Si f ‘est une fonction définie par minimisation d’une fonction g, alors
pour tout r strictement inférieur & ¢, g(p1,...,Pn,7) est un entier non nul
et g(p1,.--,Pn,q) = 0. Si u est un terme qui se réduit, en appel par nom,
vers un entier de Church r pour r strictement inférieur a ¢, alors le terme
(Yor uy ... uy, u) se réduit, en appel par nom, en

If2((Gur .. un w)yu,(Yor ur oo up (S u)))

Par hypothése de récurrence, le terme (G uy ... u, u) se réduit, en appel par
nom, en un entier de Church non nul et donc, d’aprés la proposition 4.11, le
terme (Yo up ... uy ) se réduit, en appel par nom, en (Yor uq ... uy, (S w)).
Ainsi, en utilisant la proposition 4.12, le terme (F w; ... uy,) se réduit,
en appel par nom, en (Yo uy ... uy 0), puis en (Yor ug ... u, (S 0)),
(Yor up ... uy (S (S0), ...(Yer ug ... u, (S?70)). Enfin, ce terme se
réduit, en appel par nom, en

If2((G up ... up (S10)),(570), Yo ur ... un (S (S70))))

Par hypothése de récurrence, le terme (G uy ... u, (S?0)) se réduit, en appel
par nom, en 0 et donc, d’aprés la proposition 4.11, ce terme se réduit, en appel
par nom, en (S9 0) et finalement en q.

Nous voulons maintenant montrer que si F' est un terme du lambda-calcul
qui est associé & une fonction calculable f et uq,...,u, sont des termes qui
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se réduisent, en appel par nom, en des entiers de Church pq,...,p, tels que
f ne soit pas définie en p1,...,p,, alors le terme (F uq . Up) ne termine
pas. Malheureusement, cette propriété de non-terminaison se compose mal.
Par exemple, le terme fun f — (f w) ne termine pas, mais en appliquant ce
terme & fun x — y on obtient un terme qui termine. Nous allons donc montrer
une propriété un peu plus forte : que le terme (F uq ... u,) est isolé.

Définition 4.31 (Terme isolé)

Un terme t est isolé, si pour tout terme t’ tel que ¢t =* ¢/, le terme t’ n’est ni
irréductible ni de la forme fun.

Proposition 4.15

Sit =" u et u est isolé, alors t est isolé.

Démonstration. Soit ¢’ un terme tel que ¢ =* t’. Comme ¢ se réduit en appel
par nom a la fois en u et en ¢/, ou bien u =* ¢’ ou bien ¢’ =* u. Dans le
premier cas, t' n’est ni irréductible ni de la forme fun. Dans le second, ' n’est
pas irréductible et s’il était de la forme fun, le terme u également serait de la
forme fun, ce qui n’est pas le cas puisqu’il est isolé.

Proposition 4.16

Si ¢ est isolé, alors les termes (¢ u), Ifz(t, u,v) et ué&t sont isolés.

Démonstration. Sit est isolé, alors la suite de réductions ¢ = tg, t1, ... en appel
par nom issue de t ne contient que des termes qui contiennent un radical et
qui ne sont pas de la forme fun. La suite de réductions issue de (¢ u) est donc
(to u), (t1 u),... En effet, pour tout %, t; contient un radical et n’est pas de la
forme fun, le radical prioritaire de (¢; u) est donc le radical prioritaire de ¢;.
On en déduit que (¢ u) est isolé.

Les termes Ifz(t, u,v) et u&t sont donc isolés.

Proposition 4.17

Soit, F' un terme du lambda-calcul associé a une fonction calculable f. Soient
ui,...,u, des termes tels que chacun des u; se réduise en un entier de Church
ou soit isolé. Si au moins 'un des u; est isolé, alors (F' u; ... uy,) est isolé.
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Démonstration. Par cas sur la construction de la fonction f, en utilisant les
propositions 4.15 et 4.16 dans chacun des cas.

Proposition 4.18

Soit F' un terme du lambda-calcul associé a une fonction calculable f et soient
P1,-..,Pn des entiers tels que f ne soit pas définie en pq,...,p,, alors le terme
(F p1 ... pn) ne termine pas.

Démonstration. Par récurrence sur la construction de la fonction f, on montre

plus généralement que si uq,...,u, sont des termes qui se réduisent, en appel
par nom, en des entiers de Church py, ..., p,, alors le terme (F uy ... uy,) est
isolé.

Les projections, les fonctions identiquement nulles, la fonction successeur,
I’addition, la multiplication et la fonction caractéristique de la relation d’ordre
sont totales.

Si la fonction f est définie par composition & partir des fonctions h et
J1,---,9m, alors, d’aprés la proposition 4.12, le terme (F uy ... uy,) se réduit,
en appel par nom, en

(H (Grur .. tup) «o. (Gpur ... uy))

Si 'une des fonctions g; n’est pas définie en pq,...,p,, alors, par hypothése
de récurrence, 'un des termes (G; u1 ... u,) est isolé. D’aprés la proposition
417, le terme (H (G1 w1 ... up) ... (Gm u1 ... up)) est isolé. Et d’aprés la
proposition 4.15, le terme (F uy ... u,) également. Si, en revanche, il existe des
entiers r1, ...,y telsque r1 = g1(P1, -+, Pn)s - -+ Tm = Gm(P1,- .., Pn), alors h
n’est pas définie en rq,...,7,,. Les termes (G; uy ... u,) se réduisent en r; et,
par hypothése de récurrence, le terme (H (G1 u1 ... un) ... (G u1 ... uy))
est isolé. D’aprés la proposition 4.15, le terme (F u; ... u,) également.

Si la fonction f est définie par minimisation & partir d’une fonction ¢ alors
si g prend des valeurs non nulles en (p1,...,pn,0), (p1,...,Pn,1), ..., alors,
le terme (F w; ... uy,) se réduit, en appel par nom, en (Ygr w1 ... uy, 0),
(Yor uy ... up (S0)),... etilest donc isolé. Si, en revanche, la fonction g prend
des valeurs non nulles en (p1,...,pn,0), (P1,--«,Pn, 1)y oy D15+ Pn,q— 1)
et n’est pas définie en (p1,...,pn,q), alors le terme (F u;y ... uy) se réduit, en
appel par nom, en Ifz((G uy ... u, (590)),(5?0), Yor u1 ... up (S90))) oir
le terme (G uy ... u, (S?0)) est isolé. D’aprés la proposition 4.16, le terme
If2((G uy ... un (S70)),(S?70), Yor ug ... up (S?0))) est isolé. Et donc,
d’aprés la proposition 4.15, le terme (F uy ... u,) également.

On peut enfin conclure.
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Théoréme 4.2

Toutes les fonctions calculables sont représentables dans le lambda-calcul.

Ce théoréme a une réciproque : toutes les fonctions représentables dans
le lambda-calcul sont calculables. En effet, les termes du lambda-calcul sont
des arbres, ils peuvent donc naturellement étre numérotés. Il suffit ensuite de
montrer que la fonction qui décrit un pas élémentaire de calcul, c’est-a-dire la
fonction qui & t associe le terme u tel que t > w est calculable.

4.3 Les machines de Turing

Si le lambda-calcul tentait de rapprocher la notation des programmes de la
notation habituelle des fonctions, les machines de Turing tentent, en revanche,
de prendre en compte le fait qu’un calcul se déroule non seulement dans le
temps, mais aussi dans ’espace.

Une machine de Turing est constituée d'un certain nombre k£ de bandes.
Chaque bande contient une infinité de cases : une premiére, puis une deuxiéme
située & droite de la premiére, une troisiéme située a droite de la deuxiéme, ...

55O

Chaque case contient un symbole qui appartient & un ensemble fini Y. Cet
ensemble contient, parmi d’autres symboles, un symbole blanc b et une croix
X. Au départ, seul un nombre fini de cases contient un symbole différent de b et
cette propriété est un invariant de I’évolution de la machine. Les croix servent
a repérer la premiére case de chaque bande.

Un autre ingrédient qui entre dans la constitution d’une machine de Turing
est une téte de lecture et d’écriture qui & chaque instant se trouve a une certaine
position sur les bandes. Cette téte est dans un état s, qui varie au cours du
temps dans un ensemble fini.

Un dernier ingrédient est une table de transition qui décrit 1’évolution dans
le temps de la machine. A chaque petit pas de calcul, la téte lit le contenu des k
bandes & sa position courante. En fonction de ce k-uplet de symboles et de son
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état, la table prescrit : un k-uplet de symboles & écrire sur les bandes, un nouvel

les k symboles, change d’état et de position, puis passe au petit pas suivant. La
table de transition est donc une fonction de X* x S dans % x S x {—1,0, +1}.
On se limite au cas ou la table de transition est telle que la machine n’écrit
jamais ni n’efface de croix et ne peut pas se déplacer vers la gauche quand elle
lit une suite de k croix.

Quand la machine démarre, la téte est toujours & gauche, c’est-a-dire sur la
premiére case de chaque bande, et dans un état particulier, appelé état initial.
Quand elle atteint un certain état, appelé état final, si jamais elle atteint, elle
a terminé son calcul.

Une machine se définit donc par un ensemble fini X' de symboles, un en-
tier : son nombre de bandes, un ensemble fini d’états, qui contient deux états
particuliers : un état initial et un état final, et une table de transition.

Comment calculer avec une telle machine ? On considére des machines dont
I’ensemble de symboles X' contient, outre le symbole blanc et la croix, un troi-
siéme symbole : le baton |. Une fonction f de N™ dans N peut se calculer avec
une machine qui contient au moins n+1 bandes. Pour calculer la valeur de cette
fonction en un n-uplet pq, ..., p,, on considére la configuration initiale dans la-
quelle la premiére bande contient une croix suivie de p; batons, la deuxiéme
bande contient une croix, suivie de py batons, ..., la n-iéme bande contient une
croix, suivie de p,, batons. Les autres bandes contiennent simplement une croix
dans la premiére case. On fait démarrer la machine dans cette configuration,
avec la téte a gauche et dans son état initial. La machine évolue alors petit
pas aprés petit pas. Quand elle s’arréte, la (n + 1)-iéme bande doit contenir
une croix suivie de ¢ batons et les autres bandes doivent étre identiques a ce
qu’elles étaient dans la configuration initiale. L’entier ¢ est f(p1,...,pn), c’est
le résultat du calcul.

Le langage des machines de Turing entre dans le cadre que nous avons
défini dans l'introduction de ce chapitre. Une fonction s’exprime par un entier
k — le nombre de bandes —, un ensemble d’états et une table de transition.
Quand on a un tel triplet (k,S, M) et des entiers pq,...,p,, on peut agréger
ces information en un terme qui est la machine & k bandes dont les n premiéres
contiennent les entiers p1,...,p, et les autres simplement une croix et dont
I’ensemble d’états est S et la table de transition M. Le pas élémentaire de
calcul est une transition formée d’une opération de lecture, d’'une opération
d’écriture, d’un changement d’état et d’un mouvement de la téte.

On dit donc qu’une fonction est représentable par une machine de Turing
s’il existe une machine qui la calcule.

Définissons, par exemple, une machine qui calcule le successeur d’un entier.
Cette machine comporte deux bandes et trois états sg — 1’état initial —, s1 et
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so — l’état final. Elle commence par déplacer sa téte vers la droite en écrivant
des batons sur la seconde bande tant qu’elle en trouve sur la premiére. Quand
elle n’en trouve plus, elle écrit un baton de plus, change d’état, raméne la téte a
gauche et passe dans son état final. Sa table de transition est donc la suivante.
M((x, %), 80) = ((x, ), 50, 1)

M(([,6), s0) = (([;]), 50, 1)

M((b,b), s0) = ((b,]), 51, 1)

M(([,1),51) = ((], ), 51, —1)

M((Xa X)a ) - ((Xa X),SQ,O)

Naturellement, pour définir complétement la machine, il est nécessaire de
compléter la table en indiquant quoi faire dans toutes les autres configurations.
Celles-ci n’étant pas atteignables, peu importe la maniére dont on compléte
cette table.

Pour montrer que toutes les fonctions calculables peuvent étre calculées par
une machine de Turing, on doit montrer que I’ensemble des fonctions calcu-
lables par une machine de Turing contient les projections, les fonctions nulles,
la fonction successeur, I’addition, la multiplication, la fonction caractéristique
de la relation d’ordre et qu’il est clos par composition et minimisation. Com-
mencons par montrer la cloture par la composition qui demande de définir une
maniére de combiner des machines de Turing.

On remarque tout d’abord, que si une machine calcule une fonction f de N™
dans N, il n’est pas difficile de la transformer de maniére a ajouter des bandes
neutres donc le contenu ne modifie pas I’évolution de la machine et sur laquelle
la téte n’écrit jamais. Il n’est pas non plus difficile de transformer une telle
machine de maniére & ce qu’elle lise ses arguments sur des bandes by, ..., b,,
qui ne sont pas nécessairement les n premiéres bandes, et écrive son résultat
sur une bande b, 1, qui n’est pas nécessairement la (n + 1)-iéme bande.

Ces deux remarques faites, on peut alors montrer que ’ensemble des fonc-
tions calculables par une machine de Turing est clos par composition. Soient
h, g1, - .., gm des fonctions calculées par des machines N et My,..., M,,. Ces
machines utilisent, outre les bandes permettant de lire les arguments et écrire
le résultat, un certain nombre de bandes auxiliaires pour effectuer les calculs.
On commence par les modifier de maniére & ce qu’elles aient toutes n+m-—+1+1r
bandes oil r est le plus grand nombre de bandes auxiliaires utilisées par 'une
des machines My, ..., M,, N, que M; lise ses arguments sur les bandes 1,...,n
et écrive son résultat sur la bande n + 1 + i, que N lise ses arguments sur les
bandes n+2,...,n+m 4+ 1 et écrive son résultat sur la bande n + 1 et que les
bandes auxiliaires utilisées par toutes ces machines soient au-dela des n+m+1
premiéres bandes.

On construit une machine en prenant comme ensemble d’états I'union dis-
jointe des ensembles d’états de ces m + 1 machines et d’'un ensemble d’états
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propres a cette machine, qui contient un état initial et un état final, et comme
table la réunion des tables de toutes ces machines, qui est une fonction puisque
ces tables sont des fonctions de domaines disjoints. On ajoute des transitions
de maniére & ce que, quand la machine est dans son état initial, elle effec-
tue une transition vers I’état initial de M7, quand elle est dans I’état final de
My, elle effectue une transition vers I’état initial de Ms, ..., quand elle est
dans I'état final de M,,, elle effectue une transition vers ’état initial de N et
quand elle est dans I’état final de N, elle effectue une transition vers son propre
état final. On obtient alors une machine qui, quand elle démarre avec les en-
tiers p1,...,pn écrits sur ses n premiéres bandes, calcule ¢1 = ¢1(p1,...,Pn);
g2 = g2(P1,---,Pn);s s Gm = gm(P1,...,Pn) en écrivant les résultats sur les
bandes n +2,...,m + n + 1 puis calcule h(qi, ..., qn) en écrivant le résultat
sur la bande n + 1. Il suffit alors de la modifier de maniére & ce qu’elle efface
les entiers écrits sur les bandes n+2,...,n+m+ 1 et raméne la téte & gauche,
pour obtenir une machine qui calcule la composée de h et g1, ..., gm-

La machine calculant une fonction définie par minimisation se construit
de maniére similaire : elle commence par calculer g(p1,...,pn,0) en imitant
la machine qui calcule la fonction g, en lisant ses arguments sur les bandes
1,...,n,n + 1 et en écrivant le résultat sur la bande n + 2, si le deuxiéme
élément de la bande n + 2 est un blanc, alors la machine raméne la téte &
gauche et passe dans son état final, sinon elle écrit un baton sur la bande n+ 1
et recommence a calculer g en lisant ses arguments sur les bandes 1,...,n,n+1,

Nous avons déja construit une machine qui calcule la fonction successeur.
Une machine qui calcule une projection 7j* se construit de maniére similaire.
Cette machine comporte n+ 1 bandes. Elle commence par déplacer sa téte vers
la droite en écrivant des batons sur la bande n + 1 tant qu’elle en trouve sur
la bande i. Quand elle n’en trouve plus, elle raméne la téte & gauche et passe
dans son état final.

Une machine qui calcule une fonction nulle est encore plus simple puisqu’il
lui suffit de passer directement de son état initial & son état final.

Une machine qui calcule 'addition se construit ainsi. Cette machine com-
mence par recopier le contenu de la premiére bande sur la quatriéme et le
contenu de la deuxiéme bande sur la troisiéme. Puis elle efface un a un les ba-
tons de la quatriéme bande, de la droite vers la gauche, en ajoutant un baton
sur la troisiéme bande a chaque fois.

Une machine qui calcule la multiplication se construit de maniére similaire.
Elle recopie la premiére bande sur la quatriéme. Puis elle efface un a un les
batons de la quatriéme bande en ajoutant a la troisiéme bande un nombre de
batons égal au nombre de batons de la deuxiéme bande. Pour cela elle recopie
le contenu de la deuxiéme bande sur la cinquiéme et elle efface un a un les
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batons de la cinquiéme bande en écrivant un baton sur la troisiéme & chaque
fois.

Une machine qui calcule la fonction caractéristique de la relation d’ordre
se construit ainsi. Tant que les deux premiéres lignes contiennent deux batons,
elle avance sa téte vers la droite, si elle rencontre la configuration (b, |) ou (b, b)
elle passe dans un état s, si elle rencontre la configuration (|, b) elle passe dans
un état s’. Dans les deux cas, elle raméne la téte & gauche de bande, si elle est
dans I’état s’ elle passe alors dans son état final, si elle est dans ’état s, elle
déplace sa téte a droite, écrit un baton sur la troisiéme bande, déplace sa téte
a gauche et passe dans son état final.

On peut donc conclure.

Théoréme 4.3

Toutes les fonctions calculables sont représentables par une machine de Turing.

Cette proposition a une réciproque : toutes les fonctions représentables par
une machine de Turing sont calculables. Il y a, en effet, de nombreuses maniéres
de décrire ’état d’'une machine de Turing, c’est-a-dire 1’état des bandes, la po-
sition de la téte et son état, comme un arbre. On peut, par exemple, introduire
une constante pour chaque état et une constante pour chaque élément de X'. La
partie des bandes située a gauche de la téte peut étre représentée comme une
liste de k-uplet — le premier élément de la liste étant le k-uplet des symboles
situés juste & gauche de la téte — et, de méme, la partie des bandes situées a
droite de la téte comme une autre liste de k-uplets de symboles — le premier
élément de la liste étant le k-uplet des symboles situés juste & droite de la téte.
Un terme est donc un triplet formé d’un état, d’'un k-uplet représentant les
cases des bandes situées & la position de la téte et de deux listes de k-uplets
représentant les parties gauches et droites des bandes. Ce états peuvent dont
étre numeérotés. Il suffit ensuite de montrer que la fonction qui décrit un pas
élémentaire de calcul est calculable.

Exercice 4.10

Donner une démonstration directe du fait que ’ensemble des fonctions calcu-
lables par une machine de Turing est clos par définition par récurrence.

Exercice 4.11

Numéroter les arbres est une bonne idée quand on s’intéresse & I'existence des
algorithmes, mais non quand on s’intéresse a leur complexité, car ces opérations
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de codage perturbent cette complexité. On considére donc, dans cet exercice,
des machines de Turing qui calculent directement avec des arbres. Pour cela,
on considére un ensemble de symboles Y, qui contient, outre le symbole blanc
et la croix, un nombre arbitraire d’autres symboles. On peut alors représenter
un arbre, appartenant & un ensemble articulé, en notation préfixe ou postfixe
sur une bande d’une machine de Turing.

Si la premiére bande d’une machine contient une suite de symboles ug, uq, . . .
et la deuxiéme bande contient un entier k représenté par k batons, I’ensemble
des deux bandes décrit une suite pointée de symboles, c’est-a-dire la suite
ug, U1, - . . dans laquelle I’élément uj, est privilégié.

ﬁ élément privilégié

O|1|P| 1] 1] O 1 P

1. Montrer qu’il existe une machine de Turing qui lit un entier n, écrit avec
n batons, sur la premiére bande et écrit 2n batons sur la deuxiéme bande.

2. Montrer qu’il existe une machine de Turing qui lit un entier n écrit en
binaire, le chiffre de poids faible en téte, sur la premiére bande, & partir
de la position k indiquée par le nombre de batons de la deuxiéme bande,
qui écrit n batons sur la troisiéme bande et qui ajoute des batons sur la
deuxiéme bande, jusqu’au premier élément de la premiére qui n’est pas un
chiffre binaire.

3. Montrer qu’il existe une machine de Turing qui lit une suite de 0 et de 1
sur la premiére bande, supprime les deux derniers symboles et écrit a la fin
de la suite obtenue un 1 si ces deux derniers symboles étaient des 1 et 0
sinon.

o(1(1|1|0

0O|1|1]o0

La logique des propositions est le fragment de la logique des prédicats dont
les propositions sont construites avec des symboles de prédicat sans argu-
ments, appelés symboles de proposition, et les symboles T, L, =, A, V et
=-. Un exemple est la proposition

P1:>(P0/\P2)
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5.

On appelle les symboles de proposition Py, Py, ..., P, ou les indices des
symboles apparaissant dans une proposition forment un segment initial de
I’ensemble des entiers. On écrit une telle proposition sur une bande sous
forme postfixe en écrivant les indices en binaire, le chiffre de poids faible
en téte. Ainsi, la proposition ci-avant s’écrit

Pl1|P|O|P|O]| 1|~

Un modeéle d’une telle proposition est simplement une fonction qui associe
une valeur de vérité 0 ou 1 & chaque symbole de proposition. On écrit un tel
modeéle sur une bande d’une machine de Turing en écrivant successivement
la valeur de vérité associée & Py, Pi, P, ... par exemple

o(1(1|1|0

Montrer qu’il existe une machine de Turing qui lit un symbole de propo-
sition P, écrit sur la premiére bande a partir de la position k indiquée
par le nombre de batons de la deuxiéme bande et un modéle sur la troi-
siéme bande et écrit la valeur de vérité de ce symbole de proposition sur la

quatriéme.
P|O|1
HEER
0Of1|11|0
pPlOf1
HEER
0Of1|11|0

Montrer qu’il existe une machine de Turing qui lit une proposition sur la
premiére bande et un modéle sur la deuxiéme et écrit la valeur de vérité
de cette proposition sur la troisiéme.

Pl1|P|lo|P|O|1|A|=
0O|1{1]0
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Pl1|P|lo|P|O|1|A|=
0O|1{1]0
0

6. Soit n le nombre de symboles de la proposition, montrer que tous les indices
des symboles de proposition sont majorés par n. Montrer que la longueur de
la représentation de la proposition sur une bande d’une machine de Turing
est comprise entre n et n(2 + logy(n)).

Soit E un ensemble d’arbres étiquetés par les éléments d’un ensemble fini.

On dit que I'ensemble E est dans la classe P s’il existe une machine de

Turing qui termine toujours telle que

— pour tout arbre a, a appartient & E si et seulement si I'exécution de la
machine sur I’arbre a donne le résultat 1 et

— il existe un polynome f tel que le nombre d’étapes de I’exécution de cette
machine sur un arbre de taille p soit majoré par f(p).

7. Montrer que ’ensemble des couples formés d’une proposition A et d’'un
modéle M tels que A soit valide dans M est dans la classe P.

Exercice 4.12

Cet exercice demande d’avoir fait ’exercice 4.11.

On étend la notion de machine de Turing en une notion de machine de
Turing non déterministe. Pour chaque couple formé d’une suite de symboles et
d’un état, la table d’une machine de Turing ordinaire prescrit une transition
unique consistant a écrire une suite de symboles, évoluer vers un nouvel état
et effectuer un mouvement de la téte. En revanche, pour chaque couple, la
table d’une machine de Turing non déterministe spécifie un ensemble fini de
transitions possibles.

La table d’une telle machine n’est donc pas une fonction qui & tout élément
de X% x S associe un élément de X% x S x {—1,0,+1}, mais une fonction qui,
A tout élément de XF x S, associe une partie finie et non vide de X* x S x
{-1,0,+1}.

Une configuration initiale d’une machine ordinaire détermine une unique
suite de transitions, une configuration initiale d’'une machine non déterministe
détermine, en revanche, un ensemble de suites de transitions o1, & chaque étape,
la machine effectue 1'une des transitions spécifiées par la table. Ces différentes
suites de transitions meénent a différents résultats. Une machine de Turing non
déterministe définit, donc une fonction qui & des arbres pq,...,p, associe, non
un arbre, mais un ensemble d’arbres.

Soit E un ensemble d’arbres étiquetés par les éléments d’un ensemble fini.
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On dit que ’ensemble E est dans la classe N P s’il existe une machine de Turing
non déterministe qui termine toujours telle que
— pour tout arbre a, a appartient & E si et seulement si ['une des suites de
transitions de la machine sur ’arbre a donne le résultat 1 et
— il existe un polynéme f tel que la longueur de toutes les suites de transi-
tions de cette machine sur un arbre de taille p soit majorée par f(p).
Montrer que I'ensemble SAT des propositions de la logique des propositions
définie a I'exercice 4.11 qui sont cohérentes — on dit aussi satisfiables —, c’est-
a-dire qui ont un modéle, est dans la classe N P.

La notion de calculabilité présente donc une certaine robustesse, puisque les
fonctions définissables dans des langages aussi divers que celui des machines de
Turing, le lambda-calcul ou la réécriture sont les mémes : ce sont les fonctions
calculables.

Toutefois, cette diversité apparente des langages masque en réalité une pro-
fonde unité : dans tous ces langages, I’exécution d’un calcul est définie comme
une suite de petits pas.



Troisiéme partie

Les démonstrations et les algorithmes
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L e théoréeme de Church

Une partie importante de I'activité mathématique consiste & concevoir des
algorithmes qui permettent de résoudre des problémes, par exemple calculer le
plus grand diviseur commun de deux entiers, la solution d’un systéme linéaire
ou la primitive d’une fonction polynomiale, sans construire de démonstration.
Jusqu’a quel point est-il possible de remplacer la recherche d’une démonstration
par ’exécution d’un algorithme? Un ensemble de résultats, tant négatifs que
positifs, précise ce qu’il est possible de faire.

Ce chapitre est consacré & deux résultats, I'un négatif et 'autre positif,
qui montrent que I’ensemble des propositions démontrables dans la logique des
prédicats n’est pas décidable, mais qu’il est semi-décidable.

Comme tous les arbres, les propositions peuvent se numéroter. Ces résultats
montrent donc, plus précisément, que I’ensemble des numéros des propositions
démontrables dans la logique des prédicats n’est pas décidable, mais qu’il est
semi-décidable.

5.1 La notion de réduction

Commencons par montrer que I’ensemble des propositions démontrables
dans la logique des prédicats n’est pas décidable. I’idée de la démonstration
peut se formuler en une phrase : le fait qu'un programme f termine peut
s’exprimer par la proposition « Le programme f termine » et, puisqu’il est im-
possible de décider la terminaison des programmes, il est impossible de décider
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la démontrabilité des propositions de ce type et donc de la démontrabilité des
propositions en général.

Qu’est-ce que la proposition : « Le programme f termine » 7 Répondre &
cette question consiste & associer a chaque programme f, une proposition qui est
démontrable si et seulement si le programme f termine. Comme nous allons le
voir, la fonction T' qui, au programme f, associe la proposition « Le programme
f termine » est calculable. De ce fait, s’il existait une fonction calculable F'
pour décider si une proposition est démontrable ou non, la fonction F oT serait
calculable en contradiction avec le théoréme d’indécidabilité du probléme de
l'arrét.

On voit apparaitre ici une méthode assez générale pour montrer qu'un pro-
bléme est indécidable : construire un algorithme qui permet de réduire, au pro-
bléme en question, un probléme déja démontré indécidable, dans cet exemple,
le probléme de l'arrét. Cela peut se formuler de maniére abstraite comme le
fait que, I’ensemble des fonctions calculables étant clos par composition, si T
est calculable et F' o T ne l’est pas, alors F' ne 1’est pas non plus.

5.2 La représentation des programmes

On commence par associer & chaque programme f d’arité n une proposition
A de 'arithmétique dont les variables libres sont parmi 1, ..., x,,y qui repré-
sente le programme f. Cela signifie que la proposition (p1 /21, ..., Dn/Tn, ¢/y)A,
ot p est le terme SP(0), est démontrable si et seulement si f prend la valeur g en
pl:. ., Pn- Pour simplifier les notations, on écrit A[ty,...,t,,u] la proposition
(t1/x1, ... tn/xn, u/y)A.

Sif=nl, onpeut poser A= (y=u;).51f=2" A= (y=0).Sif= Suce,
A=(y=5()).Sif=4+ A=(y=x1+x2). Si f =%, A= (y =x1 X x2).
Sif=x<,A=(z1 <z2Ay=1)V (r2 <21 Ay =0) o la proposition z <y
est une abréviation pour 3z (z 4+ = y) et la proposition z < y pour S(z) < y.

Si f=or(h,¢1,-..,9m), on commence par construire des propositions By,
.., By, et C représentant les programmes ¢, ..., gm €t h et on pose
A=3Fw; ... 3w, (Bi[x1, ..., Tny wiA . ABp[x1, .oy Ty Wi JAC[Ww1, - o . Wi, Y])

Enfin, si f = pu™(g), on commence par construire une proposition B repré-
sentant le programme g et on pose

A=z (z<y= 3w (Blz1,...,2n, 2, S(W)]))) A Blz1,...,Tn,y,0]

Nous pourrions alors démontrer que f prend la valeur g en py,...,p, si et
seulement si la proposition A[ﬂ, ey P g] est démontrable dans 'arithmétique,
et conclure que la démontrabilité dans ’arithmétique est indécidable.
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Cependant, avant d’entreprendre cette démonstration, nous allons étendre
quelque peu la définition ci-avant. Celle-ci suppose, en effet, que le langage
contient des symboles 0, S, 4+, X et = et également que 'univers du discours
est limité aux entiers. Ces deux hypothéses sont vérifiées dans le cas de I'arith-
métique, mais elles seront des obstacles, quand nous voudrons généraliser ce
résultat a d’autres théories. Par exemple, nous avons vu que dans le langage
de la théorie des ensembles, il n’y a pas de symbole S pour le successeur, mais
il y a une proposition, contentant deux variables libres x et y, qui exprime le
fait que y est le successeur de x

Vz(zeys (zexVz=u1a))

Nous considérons donc un langage quelconque, dans lequel il est possible de
construire des propositions N, Null, Succ, Plus, Mult et Eq. Nous écrivons N[t]
la proposition (t/x)N, Succ[t, u] la proposition (t/z,u/y)Suce, ... Par exemple,
dans ’arithmétique, N est la proposition T, Null la proposition x = 0, Succ
la proposition y = S(z), Plus la proposition z = x + y, Mult la proposition
z =x X y et Fqla proposition z = y. En théorie des ensembles, la proposition
N est celle construite dans I'exercice 1.17, la proposition Succ est la proposition
Vz(zeye(z€axVe=u1),...

La proposition Inf, relation d’ordre, se définit comme 3z (N[z] A Plus|z, z, y])
et InfS, relation d’ordre strict, comme 3z’ (N[z'] A Succ|z, 2] A Inflz’, y]).

Dans ce langage, nous associons une proposition a chaque programme.

Définition 5.1 (Proposition représentant un programme)

Soit f un programme d’arité n, la proposition A représentant f est définie par
récurrence sur la construction de f.
- Si f =P, on pose A = Eqlz;,y].
- Si f=2", on pose A = Nullly.
— Si f = Suce, on pose A = Succlzy,y].
— Si f =+, on pose A = Plus[zy, x2,y].
- Si f = x, on pose A = Mult[z1,z2,y].
- Si f = x<, on pose A = (Inflz1,22] A Iz (Null[z] A Succz,y])) V
(InfS[z2, x1] A Nullly]).
Si f =om(h,g1,...,9m), alors soient By, ..., By, et C les propositions
représentant les programmes g1, ..., g, €t h, on pose

A=3Fw;...Jwy, (Nwi] A ... A Nwy]

AB1[Z1, ..y wi] A v A By, ooy Ty win ] A Clws, ..oy wim, y]).
Si f = u™(g), alors soit B la proposition représentant le programme g,
on pose
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A= (Vz (N[z] A InfS[z,y] = FwTw" (Nw'] A Succ[w', w]A
Blz1,...,Zn,z,w]))) A Yw (Nulllw] = Blzy,...,%n,y,w])).

Nous voulons alors démontrer que f prend la valeur g en py,...,p, si et
seulement si la proposition A relie les nombres p1,...,p,, . Cependant, nous
ne pouvons plus exprimer cela simplement en substituant aux variables des
termes de la forme SP(0) dans la proposition A, car nous ne disposons plus
nécessairement des symboles 0 et .S. Nous devons alors introduire, pour chaque
entier, une proposition N, qui caractérise l'entier n, en posant Ny = Null[z] et
Npt1 = 3y (Ny[y] A Succly, x]). Si une proposition A contient potentiellement
une variable libre z, nous pouvons exprimer le fait que la propriété exprimée
par A s’applique a l'entier n par la proposition Vz (N,[z] = A).

Nous pouvons alors démontrer que f prend la valeur g en p1,...,p, si et
seulement si la proposition

Yy .. Ve, Yy (Np [x1] Ao ANy, [xn] A Nglyl) = Alza, ... 20, 9])

est démontrable. Naturellement, pour démontrer cette proposition, nous avons
besoin de quelques propriétés des propositions N, Null, Suce, Plus, Mult et Eq.
De facon surprenante, peu de propriétés suffisent. Ces propriétés sont rassem-
blées dans la théorie 7 suivante.

Définition 5.2 (La théorie 7j)

La théorie 7 est formée des axiomes suivants.
Prédicat N :
Vo (Nulllx] = Nlz])

Vavy ((N|z] A Succ|z,y]) = N[y])

Existence des entiers :
Iz Null[z)

Vz (N[z] = 3y Succlz, y])
Egalité :
Ve Eqlr, 1]
VaVy (Nulllz] = (Nullly] < Eqlz,y]))
VaVyVa'Vy' ((N[z) A Succla, «'] A Eqlz,y]) = (Succly,y'] < Eqlz’,y']))

Injectivité du successeur :

VavVyVa'Vy' (Succlz, 2] A Succly,y'] A Eqlz’,y']) = Eqlz,y))
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Un successeur est non nul :
Vavz' (Succlz, 2’| = = Nulllz'])
Tout entier est nul ou un successeur :
Vi (Ne] = (Nulfa] v 3y (N A Sueely, 2]))

Addition :

VaVyVz ((Nulllz] A Nly]) = (Eqly, 2] < Plus[z,y, z]))
VaVyVzVa'Vz" ((N[z] AN[y|APlus[z, y, z] ASucclz, 2']) = (Succ|z, 2'] < Plus(z’,y, 2']))
VavyVa'Vy' ((N[z] AN[y|ASucclz, 2’| ASucc|z, 2'| A Plus[z’, y, 2']) = Plus|z, vy, 2])
VavyVy'Vz" ((N[z] AN[y]AN[Y'|ASucely, y'|APlus|z,y', 2']) = Jz (Plus[z, y, 2] ASucc|z, 2']))
Multiplication :

VaVyVz ((Nulllz] A Ny]) = (Null[z] & Mult[z,y, 2]))

VaVyV2Va'Vz' ((N[z] AN[y]AMult[x, y, z]ASucc[z, 2']) = (Plusly, z, 2'] < Mult[z’,y, 2])

Proposition 5.1

Les propositions suivantes sont démontrables dans la théorie 7p.
1. Vz (Ny[z] = Nlz])

Iz N[z

Vavy (Np[z] = (Nply] < Eqlz, y]))

VavyVz ((Nplz] A Noly]) = (Np+ql2] & Plus[z,y, 2]))

VaVyVz ((Nplz] A Noly]) = (Npxql2] < Mult[z,y, 2]))

Va1Vae ((Np, [

Vz1Vze ((Np, [z1] A Np,[x2]) = InfS[z1, z2]), o0t p1 < pa

VavyVy' ((Nlz] A Inflz, y'] A Succly,y']) = (Eqlz, y'] vV Inflz, y]))

Vavyvy' ((Nla] A InfS[z,y'] A Succly, y']) = (Bqlz, y] vV InfS[z,y]))

Vavy ((N]z] A InfS[z,y]) = —Nullly])

xl] A sz [xQ]) = InﬂxlaxQ])v ol p1 < po

© ® N oA WD
TN TN A~ o~
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Démonstration.
1. Par récurrence sur p, en utilisant les axiomes du prédicat N.
2. Par récurrence sur p, en utilisant les axiomes d’existence des entiers et (1.).

3. Par récurrence sur p, en utilisant les axiomes de 'égalité et (1.).
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10.

Par récurrence sur p, en utilisant les deux premiers axiomes de I’addition,

(1.), (2.) et (3.).

. Par récurrence sur p, en utilisant les axiomes de la multiplication, (1.), (2.)

et (4.).

Comme p; < po, il existe un entier ¢ tel que ¢ + p1 = p2. Des hypothéses
Ngy[z], Np, [21] et Ny, [z2], on déduit, en utilisant (1.) et (4.), les propositions
N|[z] et Plus|z,z1,x2] et donc Inflz1,22]. On élimine ensuite "hypothése
N,[z] avec (2.).

On a p1 < p2, et donc p1 + 1 < po. Des hypotheses N, [x1], Succ[z1, w] et
N,, [x2], on déduit Ny, 4+1[w] puis, en utilisant (1.) et (6.), les propositions
Nlw] et Inflw,xs] et donc la proposition InfS[z1,z2]. On élimine ensuite
Ihypothése Suce[z1,w] en utilisant Jw Succ[zy,w], qui se montre avec le
second axiome d’existence des entiers.

La proposition Inflz,y’] est 32z’ (N[z'] A Plus[z’, z,3']). On utilise 'axiome
Tout entier est nul ou un successeur pour distinguer le cas ou 2’ est nul et
celui ot c’est le successeur d’un entier z. Dans le premier cas, le premier
axiome de I’addition donne Eg[z,y']. Dans le second, le troisiéme axiome
de l'addition donne Plus[z, z,y] et donc Inflx,y].

Conséquence de (8.) et de 'axiome Injectivité du successeur.

Conséquence du quatriéme axiome de I'addition et de ’axiome Un succes-
seur est non nul.

Proposition 5.2

Soit A une proposition. On écrit A[t] la proposition (t/x)A. Si les propo-
sitions Vo (Nplz] = Alz]), Vo (Ni[z] = Alz]), ..., Vo (Np_1[z] = Alz])

sont démontrables dans la théorie 7j, alors c’est aussi le cas de la proposition
Vavy ((Nlz] A Np[y] A InfS[z, y]) = Alz]).

Démonstration. Par récurrence sur p en utilisant la proposition 5.1 (9.).

Définition 5.3 (N-modéle)

Soit £ un langage et N, Null, Suce, Plus, Mult des propositions de ce langage.
Un modele M de ce langage est un N-modéle si

{ae M| [N)z=a =1} =N
{a e N| [Null|z=q = 1} = {0}
{(a,b) € N? | [Succ]y—qy—p = 1} = {(a,b) € N* [ b=a + 1}
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{(a,b,c) € N* | [Plus]y=q,y=p-—c = 1} = {(a,b,c) €N | c = a + b}
{(a,b,c) € N* | [Mult]y—q,y=p »—c = 1} = {(a,b,c) € N* | ¢ = a x b}
{(a,b) e N* | [Eqle=ay=b =1} = {(a,b) € N? | a =10}

Si 7 est une théorie dans le langage £, un N-modéle de 7 est un N-modéle
de L qui est, par ailleurs, un modéle de 7.

Les axiomes de la théorie 7y sont valides dans tous les N-modéles.

On peut alors démontrer la proposition suivante.

Proposition 5.3

Soit £ un langage, N, Null, Succ, Plus, Mult et Eq des propositions de ce
langage et 7 une théorie dans ce langage qui démontre au moins les axiomes
de la théorie 7y et qui a un N-modéle M. Alors, si f est un programme et A
la proposition représentant f, les trois propositions suivantes sont équivalentes
f prend la valeur g en py,...,py,
la proposition

Vy .. Ve, Yy (Np, [21] Ao ANy, (2] A Nyly)) = Alza, ... 20, 9])

est démontrable dans la théorie 7,
cette proposition est valide dans le modéle M.

Démonstration. On suppose que f prend la valeur g en py, ..., p, et on montre,
par récurrence sur la structure de f, que la proposition

Vy .. Ve, Yy (Np [x1] Ao ANy, [xn] A Nglyl) = Az, ..., 20, 9])

est démontrable dans 7.
- Si f =« alors A = Eqly, z;] et la proposition

Vor.. Ve Vy (N [z1] Ao A Ny, [20] A Np, [y]) = Eqlzs, y])

est une conséquence de la proposition 5.1 (3.). On procéde de méme
pour le programme zéro, le successeur, I'addition et la multiplication en
utilisant la proposition 5.1 (4.) et (5.).

- Si f = x<, et p1 < po, alors, d’apres la proposition 5.1 (6.), la propo-
sition Inflz1,z2] est démontrable sous les hypothéses N, [z1] et Ny, [z2].
La proposition 3z (Null[z'] A Succlz’,y]), quant a elle, est démontrable
sous I’hypothése Np[y] et donc la proposition A est démontrable sous les
hypothéses N, [z1], Ny, [z2] et N1[y]. On procéde de méme en utilisant la
proposition 5.1 (7.) dans le cas ol p2 < p1.
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Si f=0o(h,g1,.-.,9m), alors comme f termine en (p1,...,Pn), g1, - - -,
gm terminent en (p1,...,p,) et si on appelle r; le nombre g;(p1, ..., pn),
h termine en r1,...,7y, et ¢ = h(ry,...,7Ty). Solent By,..., By, et C les
propositions représentant les programmes g1, ..., g, et h. Par hypothése
de récurrence, sous les hypothéses Ny, [z1], ..., Np, [zn], N [wi], ...,
N, [wm] et Ngly], les propositions Bi[zi,...,Tn, w1,

B[z, ...y Ty, W] et Clwy, ..., wy,y] sont démontrables et d’aprés la
proposition 5.1 (1.), sous ces mémes hypotheéses, les propositions Nw1],

..., N[wy,] sont démontrables. On en déduit que la proposition A est dé-

montrable. On élimine les hypothéses N, [w1], ..., N, [wy] en utilisant
la proposition 5.1 (2.).

Si f = u™(g) alors, comme f termine en (p1,...,p,) et vaut ¢, g termine
en (p1,...,Pn,0), ..., (P1,.-.,Pn,q—1) et prend une valeur non nulle et g
est définie en (p1,...,pn, q) et prend la valeur 0. Il existe donc des entiers
70,...,Tq—1 tels que g(p1,...,pn,0) =ro+1, ..., 9(p1,---,Pn,q—1) =
rq—1+ 1.

Soit B la proposition représentant le programme g. Par hypothése de
récurrence, sous les hypothéses Ny, [x1], ..., Np, [xs] et Ny[y], pour tout

1 compris entre 0 et ¢ — 1, les propositions
Yovw ((N;[v] A Np,11[w]) = Blz1, ..., &5, v, w))

sont démontrables. En utilisant la proposition 5.1 (1.) et (2.), on en déduit
que la proposition

Vo (N;[v] = Jw3w’ (Nw'] A Succlw’,w] A Blxy, ..., Tn, v, w]))
est démontrable. Avec la proposition 5.2, on en déduit que la proposition
Vo (InfS[v,y] = JwIw' (N[w'] A Succlw’, w] A Blz1, ..., 2n,v,w]))
est démontrable. De méme la proposition
Vw (Nulllw] = Blx1,...,Tn,y,w])

est démontrable. On en conclut que la proposition A est démontrable.

Le modéle M étant un modéle de la théorie 7, si la proposition

Vy .. Ve, Yy (Np [x1] Ao ANy, [xn] A Nglyl) = Alze, ..., 20, 9])

est démontrable dans 7 elle est valide dans le modéle M.

Enfin, si la proposition

Viy .. Ve, Yy (Np, [x1] Ao ANy, [20] A Nyly)) = Alza, ... 20, 9])
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est valide dans M, il existe des entiers pq, ..., pn, q tels que

[[A[xlv <oy Ty y]]]mlzplw--ﬂ?n:Pmy:q =1

et, en utilisant le fait que M est un N-modéle, on montre, par récurrence sur
la structure de f, que f prend la valeur g en pq, ..., px.

5.3 Le théoréme de Church
Définition 5.4

Soit f un programme et A la proposition représentant ce programme. La pro-
position « Le programme f termine en pq,...,p, » est la proposition close

Vay ... Vo, (Np [z1]) A ... ANy, [2,]) = Jy (Ny] A Alza, ..., 20, y]))

Proposition 5.4

Soit £ un langage, N, Null, Succ, Plus, Mult et Eq des propositions de ce
langage et 7 une théorie dans ce langage qui démontre au moins les axiomes
de la théorie 7y et qui a un N-modéle M. Alors, si f est un programme, les
trois propositions suivantes sont équivalentes

le programme f termine en pq,...,pny,
la proposition « Le programme f termine en p1,...,p, » est démontrable
dans 7,

cette proposition est valide dans M.

Démonstration. Si le programme f termine en pi,...,p, alors il existe un
entier ¢ tel que f prenne la valeur ¢ en pq,...,p,. D’aprés la proposition 5.3,
la proposition

Viy .. Ve, Yy (Np, [x1] Ao ANy, [2n] A Nyly)) = Alza, ... 20, 9])

est démontrable dans 7. On en déduit, en utilisant la proposition 5.1 (1.) et
(2.), que la proposition Vi ...Va, ((Np[z1] A ... ANy [z,]) = Ty (Ny] A
Alx1,...,2n,y])) est démontrable dans 7.

Le modéle M étant un modeéle de la théorie 7, si cette proposition est
démontrable dans 7 elle est valide dans le modéle M.

Enfin si cette proposition est valide dans M, il existe un entier ¢ tel que

[[A[xlv ~eey L,y y]]]mlzpl,...,xn:pn,y:q =1
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La proposition
Yy .. Ve, Yy (Np, [x1] A ..o ANy, [xn] A Nglyl) = Alze, ... 20, 9])

est donc valide dans M. D’aprés la proposition 5.3, f prend la valeur ¢ en
P1,y- -, Pn €t termine donc en py, ..., pn.

Proposition 5.5

La fonction T associant au numéro d’un programme f et A p1, ..., pn, le numéro
de la proposition « Le programme f termine en pq, ..., p, » et prenant la valeur
0 sur les entiers qui ne sont pas le numéro d’un programme est, calculable.

Démonstration. Cette fonction est définie par récurrence bien fondée.

Nous obtenons ainsi un premier résultat d’indécidabilité de la démontrabi-
lité.

Proposition 5.6

Soit £ un langage, N, Null, Sucec, Plus, Mult et Eq des propositions de ce
langage et 7 une théorie dans ce langage qui démontre au moins les axiomes
de la théorie 7y et qui a un N-modéle. Alors ’ensemble des propositions closes
de £ démontrables dans 7 est indécidable.

Démonstration. S’il existait une fonction calculable F associant 1 ou 0 au
numéro d’une proposition selon que cette proposition est démontrable dans 7
ou non, la fonction F o T serait calculable, en contradiction avec le théoréme
d’indécidabilité du probléme de ’arrét.

Nous montrons ensuite que ’hypothése, selon laquelle la théorie 7 doit
démontrer les axiomes de la théorie 7g, est superflue.

Proposition 5.7

Soit £ un langage, N, Null, Succ, Plus, Mult et Eq des propositions de ce
langage et 7 une théorie dans ce langage qui a un N-modéle. Alors, ’ensemble
des propositions closes de £ démontrables dans la théorie 7 est indécidable.

Démonstration. La théorie 7 U 7y démontre les axiomes de 7y et elle a un
N-modéle. D’aprés la proposition 5.6, la démontrabilité dans cette théorie est
donc indécidable.
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On utilise ensuite, encore une fois, une réduction. Soit H la conjonction des
axiomes de la théorie 7y. La proposition H = A est démontrable dans la théorie
T si et seulement si la proposition A est démontrable dans la théorie 7 U 7g.
Soit T la fonction qui associe le numéro de la proposition H = A au numéro
de la proposition A. La fonction T est calculable et la proposition de numéro
T("A™) est démontrable dans la théorie 7 si et seulement si la proposition A
est démontrable dans 7 U 7j. S’il existait un algorithme de décision F' pour la
théorie 7, F o T serait un algorithme de décision pour 7 U 7; en contradiction
avec le fait que 7 U 7, est indécidable.

Proposition 5.8

Soit £ un langage, N, Null, Succ, Plus, Mult et Eq des propositions de ce langage.
Si £ a un N-modéle, alors I’ensemble des propositions closes de £ démontrables
dans la théorie vide est indécidable.

Démonstration. D’aprés 5.7, en prenant 7 = &.

Théoreme 5.1 (L'indécidabilité de I'arithmétique)

L’ensemble des propositions closes démontrables dans 'arithmétique, ou dans
n’importe quelle extension de l'arithmétique qui a (N,0,2 — = + 1,4+, x,=)
pour modeéle, est indécidable.

Démonstration. On pose N = T, Null = (z = 0), Succ = (y = S(x)), Plus =
(z=z+y), Mult=(z = x xy) et Eq= (z = y). Le modéle N est un N-modéle.
On peut donc appliquer la proposition 5.7.

On peut généraliser ce théoréme a toutes les extensions cohérentes de ’arith-
métique, c’est-a-dire a toutes les extensions de I’arithmétique qui ont un modéle,
que ce modéle soit N ou non, ce qui permet de montrer également 1’'indécida-
bilité d’extensions exotiques de l’'arithmétique qui, comme celles que 'on a
construites dans la démonstration du théoréme de Léwenheim-Skolem, sont co-
hérentes sans avoir N pour modéle. Mais on ne le fera pas ici. Il est cependant
important de remarquer que ce résultat ne s’étend pas aux extensions contra-
dictoires de l'arithmétique. Si on ajoute ’axiome | par exemple, alors toutes
les propositions sont démontrables et la théorie devient alors trivialement dé-
cidable.
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Théoréme 5.2 (Church)

Soit un langage contenant au moins un symbole de prédicat binaire, alors I’en-
semble des propositions closes démontrables dans la théorie vide dans ce langage
est indécidable.

Démonstration. On démontre que 'on peut définir des propositions N, Null,
Suce, Plus, Mult et Eq et un N-modéle M de ce langage et on conclut avec la
proposition 5.8. Soit M = N& (N x N). On pose R = {(a, (a,b)) | a € N,b €
N} U {((a,b),b) | a € N,;b € N} U{((a,b), (a + b,a x b)) | a € N;b € N}. On
définit les propositions

Eq=Vz(x Rz yR=z)

N = 3y13y23y3 (—Eqlyr, y2] A= Eqlyr, ys| A= Eqlyz, y2] Az Ryi Az Rya Ax Rys)
Plus = N[z] A N[y] A N[z] A FJww' (z RwAw RyAw Rw Az Rw')
Mult = N[z] A N[y] A N[z] A Jw3w’ (z RwAw RyAw Rw Aw' R 2)

Null = Niz] Ay (Nly] = Plusiz, ,3])
Un = Nlz] AVy (Nly] = Mult[z,y,y])
Suce = Ju (Unlu] A Plus[z, u, y])

Il n’est pas difficile de montrer que [Eg[z, y]]s=u,y=v = 1 si et seulement
si v = v en distinguant successivement le cas oil u est un entier et celui ou
c’est un couple, que [N[z]]z= = 1 si et seulement si u est un entier, que
[Plus[x,y, z)|z=p y=q,-=r = 1 si et seulement si p, ¢ et r sont des entiers et
p+q =r, que [Multz,y, z]|s=p y=q,-=r = 1 si et seulement si p, ¢ et r sont
des entiers et p x ¢ = r, que [Null[z]]z=p = 1 si et seulement si p = 0, et que
[Succx, Y]|s=py=q = 1 si et seulement si p et ¢ sont des entiers et p+ 1 = gq.

Si le langage £ contient un prédicat d’arité n pour n > 2, la construction
d'un N-modeéle se généralise simplement. Un langage qui contient au moins un
symbole de prédicat unaire P et un symbole de fonction f d’arité n > 2 est
également indécidable, car avec un symbole de prédicat unaire P et un symbole
de prédicat m-aire f on peut construire la proposition P(f(z1,...,2,)) qui
simule un symbole de prédicat n-aire.

Restent le cas ou tous les symboles de prédicat sont d’arité nulle — auquel
cas peu importent les symboles de fonction qui ne peuvent pas étre utilisés dans
les propositions — et celui ot tous les symboles de fonction et de prédicat sont
au plus unaire. On peut montrer que la démontrabilité est décidable dans ces
deux cas.

Le théoréme de Church permet d’apprécier la révolution qu’a constituée
I'introduction par G. Frege de prédicats binaires. Toutes les logiques antérieures
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— la logique des syllogismes d’Aristote, ... — qui ne comportent que des
symboles au plus unaires — Homme, Mortel, ... — sont décidables.

Il faut prendre garde au fait que, bien que la démontrabilité dans la logique
des prédicats dans un langage contenant au moins un symbole de prédicat
binaire soit indécidable, en ajoutant des axiomes, on peut rendre la démontra-
bilité décidable. C’est naturellement le cas si on ajoute ’axiome |, puisqu’une
théorie contradictoire est trivialement décidable, mais c’est par exemple aussi
le cas si on ajoute I'axiome VazVy (x R y) qui est cohérent. Le théoréme de
Church ne condamne donc pas a priori la recherche d’algorithmes pour des
théories particuliéres, & condition que celles-ci n’aient pas de N-modéle, méme
si elles utilisent un symbole de prédicat binaire. Ainsi, A. Tarski a démontré
que la géométrie élémentaire est décidable, bien qu’elle utilise de nombreux
prédicats binaires. Nous verrons, au chapitre 7, un autre exemple de théorie
décidable.

Pour terminer cette section, mentionnons une autre généralisation du théo-
réme d’indécidabilité de I'arithmétique. Nous avons vu que, quand nous nous
donnons un programme f et des entiers pi,...,p,, NoOus pouvons construire
une proposition close de 'arithmétique qui est démontrable si et seulement si
le programme f termine en pq,...,p,. En 1970, Y. Matiyasevich a montré qu’il
est possible de construire une telle proposition de la forme 3z ... 3z, (t = u).
De ce fait, I’ensemble des propositions de la forme 3z ...3z,, (¢t = u) démon-
trables dans I’arithmétique est indécidable. Or, une proposition de cette forme
exprime simplement I’existence d’une solution dans le domaine des entiers pour
I’équation polynomiale & coefficients entiers ¢ = u. De ce fait, il n’existe pas
d’algorithme permettant de décider si une équation polynomiale & coefficients
entiers a une solution dans le domaine des entiers ou non. Ce théoréme résout,
par la négative, un probléme posé par D. Hilbert en 1900 (le diziéme probléme
de Hilbert) : trouver un algorithme qui indique si une équation polynomiale &
plusieurs variables et & coefficients entiers a une solution dans le domaine des
entiers ou non. La construction d’une proposition de la forme 3z ... 3z, (t = u)
a cependant demandé un peu de travail, puisque si le lien entre le théoréme
de Church et une potentielle solution négative du dixiéme probléme de Hilbert
avait été entrevu en 1953 par M. Davis, qui avait proposé une premiére sim-
plification de la forme des propositions représentant les programmes, ce n’est
qu’en 1970 que la construction a été achevée par Matiyasevich.
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5.4 La semi-décidabilité

Si I’ensemble des propositions démontrables dans la logique des prédicats
est indécidable, on peut, en revanche, montrer que les régles de déduction sont
effectives et donc en déduire, en utilisant la proposition 3.14, que I’ensemble
des propositions démontrables est semi-décidable. Ce résultat s’étend a toutes
les théories formées d’'un nombre fini d’axiomes et méme & toutes celles dont
I’ensemble des axiomes est décidable.

Afin de préparer la démonstration de la proposition 5.10, nous redonnons
ici la démonstration de cette proposition en partant de la proposition 3.13.

Proposition 5.9

Soit 7 une théorie dont ’ensemble des axiomes est décidable, les propositions
démontrables dans 7 forment un ensemble semi-décidable.

Démonstration. Les régles de déduction étant effectives, d’aprés la proposition
3.13, 'ensemble des démonstrations est décidable. Et ’ensemble des axiomes
de la théorie 7 étant décidable, on peut construire une fonction calculable g qui
prend en argument le numéro d’'un arbre 7 et le numéro d’une proposition A,
vérifie que 7 est une démonstration bien formée, que sa racine est un séquent
I' - B tel que B = A et tel que tous les éléments de I" soient des axiomes de 7.
La fonction h définie par h(A) est le plus petit entier 7 tel que 1 — g(m, A) =0
composée avec la fonction constante égale & 1 est un algorithme de semi-décision
pour ’ensemble des propositions démontrables dans la théorie 7. Si A est
démontrable dans 7, alors h(A) = 1, sinon h n’est pas définie en A.

L’ensemble des démonstrations est donc un ensemble décidable et celui des
propositions démontrables un ensemble semi-décidable. Ces deux résultats sont
a Dorigine de la conception de deux types de programmes informatiques : les
programmes de vérification de démonstrations et les programmes de démonstra-
tion automatique. Les programmes de la premiére catégorie prennent en entrée
un arbre 7, ils terminent toujours et indiquent si 7 est une démonstration bien
formée ou non. Les programmes de la seconde catégorie, dont nous verrons un
exemple au chapitre 6, prennent en entrée une proposition A et recherchent
une démonstration 7 de cette proposition. Quand la proposition n’est pas dé-
montrable, cette recherche se poursuit a I'infini.
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5.5 Le premier théoréme d’incomplétude de
Godel

La construction des fonctions g et h dans la démonstration de la proposition
5.9 méne & se demander ce qu’il se passe si on modifie la définition de la
fonction h, en une fonction h’, de maniére a rechercher simultanément une
démonstration de la proposition A et de la proposition —=A dans la théorie 7, et
a retourner 1 ou 0 selon que 'on a trouvé une démonstration de I'une ou 'autre
proposition. Chacune des propositions A et —=A pouvant étre démontrable ou
non, quatre cas peuvent se produire

1. les proposition A et —A sont toutes les deux démontrables,

2. la proposition A est démontrable, mais pas —A,

3. la proposition = A est démontrable, mais pas A,

4. ni la proposition A ni la proposition —A ne sont démontrables.

Si on suppose la théorie 7 cohérente, aucune proposition n’est dans le cas (1.),
dans le cas numéro (2.), h'(A) = 1, dans le cas numéro (3.), h'(A4) = 0 et dans
le cas numeéro (4.), A’ n’est pas définie en A.

Il est facile de donner des exemples de propositions qui sont dans le cas
(2.) et de propositions qui sont dans le cas (3.), mais on peut s’interroger sur
lexistence de propositions qui sont dans le cas (4.). Existe-t-il des propositions
A telles que ni A ni = A ne soient démontrables dans la théorie 7 7

On montre par I'absurde que la réponse est positive dans toutes les théories
dans lesquelles I’ensemble des propositions démontrables est indécidable : s’il
n’existait pas de propositions dans le cas (4.), la fonction A’ serait un algorithme
de décision pour la démontrabilité dans la théorie 7, or, par hypothése, un tel
algorithme n’existe pas.

Définition 5.5 (Théorie compléte)

Soit £ un langage. Une théorie 7, exprimée dans L, est dite compléte si pour
toute proposition close A de £, A est démontrable dans 7 ou —A est démon-
trable dans 7.

Proposition 5.10

Soit £ un langage, N, Null, Succ, Plus, Mult et Eq des propositions de ce
langage et 7 une théorie dont ’ensemble des axiomes est décidable et qui a un
N-modeéle. Alors, la théorie 7 est incompléte : il existe une proposition close G
telle que ni G ni -G ne soient démontrables dans cette théorie.
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Démonstration. Soit g la fonction calculable qui au numéro d’un arbre 7 et au
numéro d’une proposition close A associe la valeur 1 si 7 est une démonstration
bien formée dont la racine est un séquent I' - B tel que B = A et tous les
¢éléments de I sont des axiomes de 7, et la valeur 0 sinon. Soit r la fonction
calculable qui 4 une démonstration, dont la racine est un séquent I' - B, associe
la proposition B. Soit = la fonction qui associe le numéro de la proposition = A
a celui de la proposition A : 5(z) = "7 (x;0). Soit | la fonction ou sur les
booléens : x | y = 2 +y —(z X y) et x= la fonction caractéristique de I'égalité.
Soit h la fonction calculable définie par hi(A) est le plus petit entier 7 tel que
1= (g(m, A) | g(m,5(A))) = 0. Soit k' la fonction h/(A) = x=(r(h1(A)), A).

Si la théorie 7 était compléte, i’ serait un algorithme de décision pour la
démontrabilité dans 7 en contradiction avec la proposition 5.7.

Théoréme 5.3 (Le premier théoréme d'incomplétude de Godel)

L’arithmétique et toutes ses extensions qui ont (N, 0,z — z+1,+, X, =) comme
modeéle et dont ’ensemble des axiomes est décidable sont incomplétes.

Démonstration. On pose N = T, Null = (z = 0), Succ = (y = S(x)), Plus =
(z=2x+4+y), Mult = (z =z x y) et Eq= (z = y). L’ensemble des axiomes de
la théorie est décidable et le modéle N est un N-modeéle de la théorie. On peut

donc appliquer la proposition 5.10.

On peut généraliser ce théoréme & toutes les extensions cohérente de ’arith-
métique, c’est-a-dire & toutes les extensions de I'arithmétique dont I’ensemble
des axiomes est décidable et qui ont un modéle, que ce modéle soit N ou non,
ce qui permet de montrer également I'incomplétude d’extensions exotiques de
I’arithmétique, qui sont cohérentes sans avoir N pour modéle. Mais on ne le
fera pas ici.

Il est cependant important de remarquer que ce résultat ne s’étend pas
aux extensions contradictoires de I’arithmétique. Si on ajoute ’axiome L, par
exemple, alors toutes les propositions sont démontrables et la théorie est alors
trivialement compléte. Ce résultat ne s’étend pas non plus aux extensions
de l'arithmétique dont I’ensemble d’axiomes est indécidable. Ainsi, la théo-
rie dont les axiomes sont toutes les propositions valides dans le modéle N est
un exemple d’extension de 'arithmétique cohérente et compléte. Mais le théo-
réme 5.3 montre que ’ensemble des axiomes de cette théorie est indécidable.
De méme, dans la démonstration de la proposition 2.5, on montre que toute
théorie 7 a une extension cohérente et compléte U, mais, en général, ’ensemble
des axiomes de cette théorie n’est pas décidable.
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Exercice 5.1 (Un exemple de proposition indéterminée)

La proposition 5.10 montre qu’il existe une proposition close G, telle que ni G
ni =G ne soient démontrables dans la théorie 7, mais ne donne pas d’exemple
d’une telle proposition. On montre dans cet exercice que 'on peut la modifier
de maniére & construire une telle proposition.

Soit £ un langage, N, Null, Suce, Plus, Mult et Eq des propositions de ce
langage et 7 une théorie dont ’ensemble des axiomes est décidable et qui a un
N-modeéle M. Soit 7" la théorie 7 U 7j.

Soit f la fonction calculable telle que f(n,p,q) =1sin="7",p="Aet
larbre 7 est une démonstration dans 7"’ de la proposition Vw (N,[w] = A) et
f(n,p,q) = 0 sinon.

Soit F' la proposition représentant un programme exprimant cette fonction.
On écrit F[t1,te,ts, u] la proposition (¢1/x1,t2/xe,t3/x3,u/y)F.

D’aprés la proposition 5.3, les trois propositions suivantes sont équivalentes

f(n,p,q) =,
la proposition

Va1 VaoVesVy (Npfz1] A Np[za] A Nylzs] A Nply] = Flz1, 2, 23, y])

est démontrable dans 77,
— dans le modéle M, [Fu)=n.ao=pws=q.es=r = L.
Soit T la proposition

vavy ((Nlz] A Nily)) = ~Fle, w,w,y])
m ="T7 et G la proposition close

YVw (Ny[w] = T)
Montrer que si G est démontrable dans 77 alors

1. [G] =1,

2. pour tout entier n, [Flz,=n,zs=m zs=m.y=1 = 0,

3. pour tout n, f(n,m, m) =0,

4. la proposition Yw (Ny,[w] = T') n’est pas démontrable dans 7”,
5. la proposition G n’est pas démontrable dans 7”.

En déduire que la proposition G n’est pas démontrable dans 7".
En déduire que la proposition G n’est pas démontrable dans 7.
Montrer que si =G est démontrable dans 7’ alors

1. [-G] =1,
2. il existe un entier n tel que [Flay=n,zy=m zs=m,y=1 = 1,
3. il existe un entier n tel que f(n,m,m) =1,



144

5. Le théoréme de Church

4.
.
6.

la proposition Yw (Np,[w] = T) est démontrable dans 77,
la proposition G est démontrable dans 7,
la théorie 7' est contradictoire.

En déduire que la proposition =G n’est pas démontrable dans 7.
En déduire que la proposition =G n’est pas démontrable dans 7.

Exercice 5.2

Dans cet, exercice on admettra le théoreme de Matiyasevich, c’est-a-dire que

I’ensemble des propositions démontrables dans 'arithmétique de la forme

3.131

1.

... 3z (t = u) est indécidable.

Montrer qu’il existe une proposition close A de la forme 3z; ... 3z, (t = u)
telle que ni A ni = A ne soient démontrables dans ’arithmétique.

. Montrer que la proposition Va ...Vz,, —(t = u) n’est pas démontrable.

. Montrer que si a est un terme clos de I’arithmétique, alors il existe un entier

n tel que la proposition a = n soit démontrable. Montrer que si n et p sont
deux entiers, alors ou bien la proposition n = p est démontrable ou bien
la proposition —~(n = p) est démontrable. Montrer que si a et b sont deux

termes clos de l'arithmétique, alors la proposition a = b est démontrable
ou la proposition —(a = b) est démontrable.

. Soit une équation ¢ = w dont les variables sont parmi zi,...,x,, et

P1,...,Pm des entiers tels que la proposition (p1/z1,...,Dm/Tm)(t = u)
soit démontrable. Montrer que la proposition EI;l e Elme: u) est dé-
montrable. Montrer que si la proposition 3z ... 3z, (t = u) n’est pas dé-
montrable, alors pour tout PlyevesPms la proposition
(p1/x1,. .., Pm/Tm)(t = u) n'est pas démontrable.

. Montrer que si la proposition 3z ... 3z, (t = u) n’est pas démontrable,

alors pour tout py,...,pm, la proposition (p1/x1,...,pm/Tm)-(t = u) est
démontrable.

. Montrer qu’il existe une proposition A de la forme —(t = u) dont les va-

riables sont parmi z1, ..., z,, et telle que
pour tous pi,...,p, la proposition (pi/x1,...,pm/Tm)A est démon-
trable,

la proposition Vz; ...Vx,, A n’est pas démontrable.
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La démonstration automatique

Nous avons vu, au chapitre 5, que la démontrabilité en logique des prédi-
cats est indécidable, mais semi-décidable, c’est-a-dire qu’il existe une fonction
calculable f telle que f("I'+ A7) = 1 si le séquent I' = A est démontrable
et f n’est pas définie en "I" - A7 sinon. Cette fonction énumére les entiers et
teste si 'un d’eux est le numéro d’'une démonstration de I" = A. Si une telle
démonstration existe, son numéro apparaitra au cours de I’énumération. Sinon,
celle-ci se poursuivra a l’infini.

Cette méthode permet de montrer que la démontrabilité en logique des pré-
dicats est semi-décidable, mais elle est sans intérét pratique. Toutefois, 'idée
d’énumération et de test sur laquelle elle repose peut aussi mener & des mé-
thodes moins inefficaces.

6.1 Le calcul des séquents

6.1.1 La recherche de démonstrations en déduction
naturelle

Une méthode de recherche de démonstrations consiste & énumérer les régles
qui peuvent s’appliquer & chaque nceud d’'une démonstration, en procédant
du bas vers le haut. Si on cherche, par exemple, une démonstration du séquent

P+ Q= (PAQ), on commence par énumeérer les différentes régles qui peuvent
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étre utilisées comme derniére régle d’une telle démonstration. Parmi d’autres
possibilités, cette derniére régle peut étre =-intro

[AF B, A

TFA=B,A_ "

et, dans ce cas, la seule possibilité est d’avoir I' = [P],A = Q,B = P AQ et
A = [ ]. La prémisse de cette régle est donc le séquent P,Q + P A Q et on
énumeére les différentes régles qui peuvent étre utilisées comme derniére régle
d’une démonstration de ce séquent. Parmi d’autres possibilités, cette derniére

régle peut étre A-intro
I'FAA TI'HB,A

TFAANB,A

A-intro

et, dans ce cas, la seule possibilité est d’avoir I' = [P,Q],A = P,B = Q
et A = []. Les prémisses de cette régle sont donc les séquents P,@Q + P et
P,Q F Q. On cherche d’abord une démonstration du premier de ces séquents
et on énumeére les différentes régles qui peuvent étre utilisées comme derniére
régle d’un telle démonstration. Parmi d’autres possibilités, cette derniére régle
peut étre la régle aziome, qui permet de conclure. Cette méme régle permet de
démontrer également le second séquent et on aboutit & la démonstration

axiome
A-intro

axiome

PQFP PQOQFQ
PQFPAQ .
PI—Q:>(P/\Q) =-intro

Quand on énumeére les régles permettant de démontrer le séquent P - Q =
(P A @), la seule régle d’introduction possible est la régle =-intro. En effet,
la régle V-intro, par exemple, ne permet de démontrer que des propositions de
la forme AV B et elle ne peut pas étre utilisée pour démontrer une implica-
tion. En revanche, pour démontrer ce séquent, on peut utiliser toutes les régles
d’élimination, par exemple, la régle A-élim

rEANBA
TFAA /om

De plus, quand on utilise cette régle, le séquent & démontrer P+ Q = (PAQ),
nous suggére de prendre I' = [P], A = Q = (PAQ) et A =[], mais il ne
suggére rien pour B qui n’apparait pas dans la conclusion de la régle. Il faut
donc choisir une proposition B et si la proposition choisie n’est pas la bonne,
il faut essayer d’autres possibilités. Autrement dit, il est nécessaire d’énumérer
toutes les propositions B possibles.
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Ainsi, quand on cherche & démontrer le séquent P A Q - P, rien n’indique
qu’il faut utiliser la régle A-élim ni qu’il faut choisir B = @ pour obtenir la
démonstration
axiome

P P

PAQF P

6.1.2 Les régles du calcul des séquents

La déduction naturelle permet d’exploiter la forme de la conclusion du sé-
quent pour guider le choix des régles d’introduction. En revanche, elle ne permet
pas d’utiliser celle des hypothéses pour guider le choix des régles d’élimination.
L’idée du calcul des séquents est de conserver les régles d’introduction de la dé-
duction naturelle, désormais appelées régles droites, et de remplacer les régles
d’élimination par des régles d’introduction sur les hypothéses du séquent : les
régles gauches. Par exemple, la régle A-élim est remplacée par la régle

[LA,BF A

T ANB A/ Bauche

Ainsi, le séquent P A Q F P a une démonstration tout & fait différente de sa
démonstration en déduction naturelle

axiome

LQrP A-gauche

PAQF P

et lors de la recherche d’'une démonstration de ce séquent, la forme de ’hy-
pothése P A Q permet de guider le choix de la régle gauche. Chaque régle
d’élimination de la déduction naturelle peut, de méme, étre remplacée par une
régle gauche

m J_—gau(:he

IAFA I'BFA
TLAVBF A

I'-A A I'BF-A
I'A=BF A
I'+-AA
I-AF A
I,(t/x)AF A
I'Ve A A
AR A
I3z AF A

V-gauche

=-gauche
—-gauche
V-gauche

J-gauche z non libre dans I', A
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Nous devons également ajouter une régle de contraction & gauche pour pouvoir
utiliser les hypothéses plusieurs fois.

Comme en déduction naturelle, le tiers exclu peut étre exprimé par une régle
particuliére ou, comme nous le faisons ici, par le fait d’utiliser des séquents a
plusieurs conclusions.

Enfin, pour montrer I’équivalence du calcul des séquents et de la déduction
naturelle nous aurons besoin d’une régle supplémentaire : la régle de coupure.

I'FAA TTAFA
I'FA

coupure

dont nous démontrerons ensuite qu’elle est superflue.
Cela méne & la définition suivante.

Définition 6.1 (Les régles du calcul des séquents)

axiome

T,AF A, A
F'FAA TAFA
I'FA
TAAF A
TAFA
I'FAAA
TFAA

coupure

contraction-gauche
contraction-droite

m T-droite

mJ_—gauChe
IABFA
INAANBEFA
I'AA I'+BA
TFAANB A
IAFA TI'BFA
T AVBFA
I'tAB A
TFAVB,A
I'FAA ILBFA
I'A=BF A
I''At+- B, A
TFA= B, A

A-gauche

A-droite

V-gauche

V-droite

=--gauche

=-droite
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T —AF A e
I'AF A droi
TFSAA A A —-droite
I (t/z)AF A
TVe AF A V-gauche
I'FA A . .
TIvidA V-droite x non libre dans I, A
I'AF A .
T Ar A J-gauche x non libre dans I, A
' (t/x)A, A .
TF 3z 4,4 ~droite

En déduction naturelle, un séquent a toujours une conclusion unique. Dans
le systéme D’, un séquent peut avoir une ou plusieurs conclusions, mais il ne
peut pas en avoir aucune. En effet, les régles du systéme D’, comme celles de
la déduction naturelle, transforment la conclusion des séquents : il faut qu’il
y ait quelque chose a transformer. En calcul des séquents, les hypothéses et
les conclusions d’un séquent jouent des roles symétriques et, de méme qu’un
séquent, peut n’avoir aucune hypothése, il peut n’avoir aucune conclusion. In-
tuitivement, le séquent I" - est une variante du séquent I' - L. En effet, de
maniére générale, dans le systéme D’ comme en calcul des séquents, le séquent
I' - A est démontrable si et seulement si le séquent I" - 1, A est démontrable.

Cela explique la différence entre la régle —-droite du calcul des séquents

A+ A deod
7F FoA A —-droite

dont la conclusion de la prémisse peut étre vide, quand A est vide, et la régle

homologue du systéme D’
NAF LA

I'H-AA

—-intro

6.1.3 L’équivalence avec la déduction naturelle

Nous voulons, a présent, montrer qu’un séquent I' - A est démontrable en
déduction naturelle si et seulement s’il est démontrable en calcul des séquents.
Comme nous avons choisi une formulation du calcul des séquents avec des sé-
quents a plusieurs conclusions, nous montrons ’équivalence avec la formulation
homologue de la déduction naturelle, c’est-a-dire le systéme D’.

Nous commencons par montrer la proposition suivante qui est ’analogue,
pour le calcul des séquents, des propositions 1.6 et 1.13.
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Proposition 6.1 (L'affaiblissement)

Si le séquent I' F A est démontrable en calcul des séquents, alors c’est également
le cas des séquents I A Aet I' A A.

Démonstration. Par récurrence sur la structure de la démonstration de I = A.

Proposition 6.2

Si le séquent I" - A est démontrable dans le systéme D’, alors il est démontrable
en calcul des séquents.

Démonstration. On montre, plus généralement, que si le séquent I" F A est
démontrable dans le systéme D’, alors il est démontrable en calcul des séquents.
Par récurrence sur la structure de la démonstration de ce séquent dans le sys-
téme D’.

— Si cette démonstration a la forme

™
re1,A
TF 4, Lelim

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 6.1, il existe
une démonstration en calcul des séquents 7' du séquents I' = 1, A, A’

On construit la démonstration

/
7T

TFLAA T,1FAA
TFAA

1 -gauche
coupure

— Si la démonstration a la forme
-
I'-AANB,A

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 6.1, il existe
une démonstrations en calcul des séquents 7’ du séquent I' = AAB, A, A’.
On construit la démonstration

7 T A B A A &xiome
) ) ) /\_ h
TFAANBAA T,ANBF A, A 82E
A A coupure

On procéde de méme pour 'autre régle A-élim.
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— Si cette démonstration a la forme

st 2 3
I'-AvB,A T A-C,A I'BrRC, A
TEC A V-élim

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 6.1, il existe
des démonstrations en calcul des séquents 7}, 75 et 75 de I' = AVB, C, A’
de I'AFC, A" et de I', B+ C, A’. On construit la démonstration

wg .
m I'A+-C, A" I'BFC, A V-ganche
I'FAVB,CA ILAVBFC A gaCle
coupure
r+c, A
Si cette démonstration a la forme
1 T
I'-A=B,A T'FAA ‘i
T'FB, A =-elim

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 6.1, il existe
des démonstrations en calcul des séquents 71 et 75 des séquents I' - A =
B,B,A’ et I' F A, B, A’. On construit la démonstration

/
7T2 .
) I'tADBA T,BFB,A i‘g?{ihe
7 7 -
I'-rA= B,B,A I''A= BFB,A coupure
' B, A
— Si cette démonstration a la forme
1 )
I'E-A A TT'HAA
T LA —-élim

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 6.1, il existe
des démonstrations en calcul des séquents 7} et 75 des séquents I F
—A, L, A"et ' A, 1L, A’. On construit la démonstration

m
m I'+A 1A
I'-A 1A I-AF L1, A
I'-1,4

—-gauche
coupure
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— Si cette démonstration a la forme

T
I'-vz A A veeli
T'F (t/zn)A, A 7o
alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 6.1, il existe
une démonstration en calcul des séquents 7’ du séquent I' -V A, (t/x)A, A’.
On construit la démonstration

7 Iy@/xy4+-@/x)A,A/3i;$$Le
I'evVx A (t/2)A, A" TNz A (t/z)A, A coupure

I+ (t/2)A, A

Si cette démonstration a la forme
1 2
'3z A A T,A-B,A
I'+B, A

3-élim

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 6.1, il existe
des démonstrations en calcul des séquents 7] et 75 des séquents I F
dr A,B, A’ et I A B, A’. On construit la démonstration

U
™ T AF B, A
'3z ABA T,3z A B
I'FBA

J-gauche
coupure

Si cette démonstration a la forme

.
TAF LA
TF—A A

—-intro

alors, par hypothése de récurrence, il existe une démonstrations en calcul
des séquents 7’ du séquent I, A+ 1, A’. On construit la démonstration

/
7T

TAF LA T,A LFA
LAFA
TF A, A Tarone

1 -gauche
coupure
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— Si cette démonstration a la forme

T
rFAN
IFAVB,A "

intro

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 6.1, il existe
une démonstration en calcul des séquents 7’ du séquent I' = A, B, A’. On
construit la démonstration

/
7T

I'tAB,A ,
TFAv B, A /droite

On procéde de méme pour ’autre régle V-intro.
— Les autres régles du systéme D’ sont aussi des régles du calcul des sé-
quents, leur cas est donc trivial.

Pour montrer que, réciproquement, si le séquent I" - A est démontrable
en calcul des séquents, il est démontrable dans le systéme D’, nous voudrions
montrer que si le séquent I' = A est démontrable en calcul des séquents, alors il
est démontrable dans le systéme D’. Malheureusement, cela n’est pas vrai dans
le cas ou A est vide. Nous montrons donc une proposition plus faible : si le
séquent, I' = A est démontrable en calcul des séquents, alors le séquent I' = L, A
est démontrable dans le systéme D', puis nous éliminons la proposition L, dans
le cas ot le multiensemble A est un singleton.

Nous commengons par montrer la proposition suivante.

Proposition 6.3

Si les séquents I, A = A et I' = A, A sont démontrables dans le systéme D’,
alors le séquent I' = A aussi.

Démonstration. On montre, plus généralement, que si les séquents I, X, A+ A
et I' = A, A sont démontrables dans le systéme D', alors le séquent I, X - A
aussi. Par récurrence sur la structure de la démonstration de I', X', A = A. Tous
les cas sont triviaux, sauf celui de la régle aziome. Dans ce cas, si la proposition
commune & I,X,A et A est un élément de I, X, le séquent I, X + A est
démontrable avec la régle aziome. Si c’est A, alors, d’aprés la proposition 1.13,
le séquent I, X + A, A est démontrable et la proposition A étant un élément
de A, le séquent I', X' - A est démontrable avec la régle contraction.
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Proposition 6.4

Si le séquent I' = A est démontrable en calcul des séquents, alors il est démon-
trable dans le systéme D’.

Démonstration. On montre que si le séquent I' - A est démontrable en calcul
des séquents, alors le séquent I' - L, A est démontrable dans le systéme D’.
Le résultat en découle car si le séquent I"' - L, A a une démonstration 7 dans
le systéme D', alors le séquent I' = A a la démonstration

™
TFLA
TFAA
TFA

1-élim
contraction

La démonstration procéde par récurrence sur la structure de la démonstration
du séquent I' = A dans le calcul des séquents.
Si cette démonstration a la forme
B! 2
I'HFAA TTAFA
Ir'-A

coupure

alors, par hypothése de récurrence, les séquents I' - L, A, Aet I'A F
1, A sont démontrables dans le systéme D’. Le séquent I' = L, A est
donc démontrable d’aprés la proposition 6.3.

— Si cette démonstration a la forme

s
M contraction-gauche
Fl, A |— A ) ’ B g o

alors, par hypothése de récurrence, le séquent IV, A, A+ 1, A a une dé-
monstration dans le systéme D’. On montre par récurrence sur la struc-
ture de cette démonstration que le séquent IV, A+ 1, A a une démons-
tration dans le systéme D’.

Si cette démonstration a la forme

———— L-gauche

" 1ra 8

alors, le séquent I, L + L, A est démontrable dans le systéme D’ avec
la régle aziome.

Si cette démonstration a la forme

-
" ABF A

T ANBT A/ erche
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alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 1.13, le sé-
quent IV, AN B,A, B+ 1,A est démontrable dans le systéme D’. Les
séquents [V, ANB,B+ A, L, Aet I",ANBF B, 1, A sont démontrables
avec les régles aziome et A-élim. Le séquent I', AN B + L, A est donc
démontrable d’aprés la proposition 6.3.

— Si cette démonstration a la forme

1 )
T AFA T,BFA
7 AVEL A suche

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 1.13, les sé-
quents IV, AVB, A+ 1, Aet I'",AVB, B+ 1, A sont démontrables dans
le systéme D’. Le séquent I", AV B + 1, A est donc démontrable avec
les régles aziome et V-élim.

— Si cette démonstration a la forme

1 )
T'FAA T'.BFA
A= Bra o sauche

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 1.13, les sé-
quents I" A = BF 1A B, Aet ')A = B,BF L,A sont démon-
trables dans le systéme D’. Le séquent IV, A, A = B+ B, 1, A est dé-
montrable avec les régles aziome et =-élim. Le séquent [V, A= B+ 1, A
est donc démontrable d’aprés la proposition 6.3.

— Si cette démonstration a la forme

T
T'FA A

T Ar A eauche

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 1.13, le sé-

quent I'',—~AF 1, A, A est démontrable dans le systéme D’. Le séquent

I'",-A A F 1, A est démontrable avec les régles aziome et —-¢élim. Le

séquent I, —AF L, A est donc démontrable d’aprés la proposition 6.3.
— Si cette démonstration a la forme

™
T (t/0)AF A

7.y A 4 " eauche

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 1.13, le sé-
quent [V Vz A, (t/z)A F L, A est démontrable dans le systéme D’. Le
séquent " Vo At (t/z)A, L, A est démontrable avec les régles aziome
et V-élim. Le séquent I,V A+ L, A est donc démontrable d’aprés la
proposition 6.3.
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— Si cette démonstration a la forme

T
T AF A

T 30 A 4 - ewche

alors, par hypothése de récurrence et d’aprés la proposition 1.13, le sé-
quent ', 3z A, A+ L, A est démontrable dans le systéme D’. Le séquent
I3z A+ 1, A est donc démontrable avec les régles aziome et 3-élim.
Si cette démonstration a la forme

"
AR A .
TF—a, A droite

alors, par hypothése de récurrence, le séquent I A - L, A’ est démon-
trable dans le systéme D’. Le séquent I' - —A, A’ est donc démontrable
avec la régle —-intro et le séquent I' F 1, —A, A’ d’aprés la proposition
1.13.

Si cette démonstration a la forme

v
I'tAB,A ,
TFAv B, A /droite

alors, par hypothése de récurrence, le séquent I" = 1, A, B, A’ est dé-
montrable dans le systéme D’. Le séquent I" - L, AV B, A’ est donc
démontrable avec les régles contraction et V-intro.

— Les autres régles du calcul des séquents sont aussi des régles du systéme
D', leur cas est donc trivial.

Théoréme 6.1

Le séquent I' - A est démontrable en calcul des séquents si et seulement s’il
est démontrable dans le systéme D’ si et seulement s’il est démontrable en
déduction naturelle.

Démonstration. D’aprés les propositions 6.2, 6.4 et 1.12.

6.1.4 L’élimination des coupures

Toutes les propositions apparaissant dans les prémisses d’une régle gauche
ou d’'une régle droite du calcul des séquents apparaissent également dans la
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conclusion de cette régle. De ce fait, ’application d’une telle régle, lors de la
recherche d’'une démonstration, ne demande pas de choisir une proposition.

Cependant, la régle de coupure
I'HAA THVAFA

TEA coupure

que nous avons utilisée pour démontrer ’équivalence du calcul des séquents avec
le systéme D', ne vérifie pas cette propriété, puisque la proposition A apparait
dans les prémisses de cette régle, mais pas dans sa conclusion. L’application de
cette régle demande donc de choisir une proposition A.

Toutefois, comme nous allons le voir, cette régle est redondante et peut étre
supprimée du calcul des séquents.

Définition 6.2 (Le calcul des séquents sans coupures)

Le calcul des séquents sans coupures est formé des régles de la définition 6.1
sauf la régle coupure.

De maniére évidente si un séquent I' - A est démontrable dans le calcul
des séquents sans coupures il est démontrable dans le calcul des séquents. Nous
voulons montrer que, réciproquement, si un séquent I' = A est démontrable
dans le calcul des séquents, alors il est démontrable dans le calcul des séquents
sans coupures. Pour cela, il suffit de montrer la proposition suivante.

Proposition 6.5

Si les séquents I A+ Aet I' H A, A sont démontrables dans le calcul des
séquents sans coupures, alors le séquent I' = A est démontrable dans le calcul
des séquents sans coupures.

Démonstration. On montre plus généralement que si les séquents I, A" - A
et I"F A™, A’ ont des démonstrations m et ' dans le calcul des séquents sans
coupures, alors le séquent I, I" - A, A’ a une démonstration dans le calcul des
séquents sans coupures. La proposition découle du cas n = m = 1, en utilisant
les régles de contraction.

La démonstration procéde par une récurrence double d’abord sur le nombre
de connecteurs et quantificateurs de la proposition A, puis sur la somme des
tailles des démonstrations 7 et 7’.

On considére les derniéres régles des démonstrations 7 et «’. Dans une
premiére série de cas, ces deux régles sont appliquées & la proposition A, ce qui
implique n > 1 et m > 1.
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— Si la derniére régle de 7w est la régle aziome, alors le multiensemble A

contient la proposition A. Le séquent " - A™, A’ a une démonstration
et, d’aprés la proposition 6.1, le séquent I, " = A™, A, A’ également. A
partir de cette démonstration, on construit une démonstration du séquent
I'["+ A, A’ avec la régle contraction-droite. On procéde de méme si la
derniére régle de 7’ est la régle aziome.

Si la derniére régle de 7 ou celle de 7’ est une régle de contraction, on
applique 'hypothése de récurrence.

Dans les autres cas, si la derniére régle de 7 est la régle A-gauche, alors
A = (B AC) et la derniére régle de 7’ est la régle A-droite. Donc 7 a la
forme

p
A" ' B,CF A
AL BACF A

A-gauche

et 7' la forme . .
P1 P2

I''B,A™ Y A ' C LA™ A
I'"'FBAC,A™L A

A-droite

L’hypothése de récurrence, appliquée & 7 et p), puis & w et pj et enfin & p
et ™ donne une démonstration de I I' = B, A, A de I T' = C, A, A et
de I'T",B,C + A, A’. L’hypothése de récurrence appliquée & B et C et
les régles de contraction donnent une démonstration de I, I, C + A, A’
puisde I'T" - A, A,

Si la derniére régle de 7 est la régle V-gauche, alors A = (BV C) et la
derniére régle de 7’ est la régle V-droite. Donc 7 a la forme

1 P2
A" ' BFA TIA"' CFA
IA""' BvCFA

V-gauche

et 7' la forme )
p
I''+B,C,A™ 1 A

I'"'+BvC,A™L A

V-droite

L’hypotheése de récurrence, appliquée a et p’, puis & p; et 7’ et enfin & po
et ' donne une démonstrationde I I' - B,C, A, A’, de I, T', B+ A, A
et de I I',C + A, A’. L’hypothése de récurrence appliquée & B et C et
les régles de contraction donnent une démonstration de I, IV = C, A, A’
puisde I'T"F A, A'.



6.1 Le calcul des séquents 159

Si la derniére régle de 7 est la régle =-gauche, alors A = (B = C) et la
derniére régle de 7’ est la régle =-droite. Donc 7 a la forme

1 P2
A" 'v-B,A TIA"1 CFA

LA T BoCra e
et 7' la forme
P
' BFC, AT A ,
T+ B = C,am—1  — droite

L’hypothése de récurrence, appliquée & 7 et p’, puis & p; et 7 et enfin & po
et donne une démonstration de I I/, B C, A, A’ de I T + B, A, A’
et de I I",C + A, A’. L’hypothése de récurrence appliquée & B et C et
les régles de contraction donnent une démonstration de I IV = C, A, A’
puisde I I - A, A.

Si la derniére régle de 7 est la régle —-gauche, alors A = =B et la derniére
régle de 7 est la régle —-droite. Donc 7 a la forme

- pr
A" ' B A

T AT “BrA —-gauche

et 7' la forme
p/
I BFA" LA

' =B, A™ A

—-droite

L’hypothese de récurrence, appliquée a 7 et p’, puis & p et ©’ donne une
démonstration de I'I", B+ A, A’ et de I, I" + B, A, A’. L’hypothése
de récurrence appliquée a B et les régles de contraction donnent une
démonstration de I, IV = A, A’.

— Si la derniére régle de 7 est la régle V-gauche, alors A = Vx B et la
derniére régle de 7’ est la régle V-droite. Donc 7 a la forme

p
A" (t/z)BF A
A" ' Va BF A

V-gauche

et 7' la forme .

p
I''+B,A™ 1 A
I'"+FVe B, A™ L A

V-droite

Comme z n’est pas une variable libre de I/, de A ou de A’, en substituant
la variable z par le terme t dans la démonstration p’, on obtient une
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démonstration pj de I = (t/z)B, A™~ !, A’. L’hypothése de récurrence,
appliquée & 7 et p}, puis & p et ' donne une démonstration de I', I F
(t/x)B, A, A, et de I, IV, (t/z)B + A, A’. Lhypothése de récurrence
appliquée a (t/z)B et les régles de contraction donnent une démonstration
de 'I"E A A

— Si la derniére régle de 7 est la régle 3-gauche, alors A = Jdx B et la
derniére régle de 7’ est la régle 3-droite. Donc 7 a la forme

- r
A" ' BF A
A"t 32 BF A

J-gauche

et 7' la forme
p/
I’ (t/z)B, A™~ 1 A

I'+3z B, A" L A

J-droite

Comme 2 n’est pas une variable libre de I, de A ou de A, en substituant
la variable x par le terme ¢ dans la démonstration p, on obtient une
démonstration p; de I, A"~1 (t/2)B + A. L’hypothése de récurrence,
appliquée & 7 et o', puis & p; et ™ donne une démonstration de I') I -
(t/z)B, A, A, et de I, IV, (t/z)B + A, A’. Lhypothése de récurrence
appliquée a (t/z)B et les régles de contraction donnent une démonstration
de I'T"F A, A
Dans une seconde série de cas, la derniére régle de 7 ou celle de 7’ concerne
une autre proposition que A. Par exemple, si la derniére régle de m est la régle
A-gauche, alors I"' = I}, BA C et w a la forme

P
TLA".B,CF A
TLATBACFA

A-gauche

on applique ’hypothése de récurrence a p et 7’ et on obtient une démonstration
de I'1,I",B,C+ A, A’. En utilisant cette méme régle A-gauche, on obtient une
démonstration de I}, IV, BAC F A, A/, c’est-a-dire I, I = A, A’. On procéde

de méme dans les autres cas.

Exercice 6.1

Montrer que le séquent P(c) V Q(c) F P(c) n’a pas de démonstration dans le
calcul des séquents sans coupures. En déduire qu’il n’a pas de démonstration
en déduction naturelle.
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Proposition 6.6

On obtient un systéme équivalent au calcul des séquents sans coupures, si on
restreint la régle axiome aux cas dans lesquels toutes les propositions du séquent,
démontré sont atomiques.

Démonstration. On montre, par récurrence sur le nombre de connecteurs et
quantificateurs de I' = A, que, dans le systéme restreint, les séquents de la
forme I'F A, ot I' et A ont une proposition en commun, sont démontrables.

6.2 La recherche de démonstrations dans le
calcul des séquents sans coupures

Puisque toutes les propositions apparaissant dans les prémisses d’une régle
du calcul des séquents sans coupures sont obtenues & partir de propositions qui
apparaissent dans la conclusion de cette régle, la recherche d’'une démonstra-
tion dans le calcul des séquents sans coupures ne demande pas de choisir une
proposition dans I’ensemble infini des propositions du langage. Cependant, au
cours d’une telle recherche, tous les choix n’ont pas disparu.

6.2.1 Les choix

Si on cherche, par exemple, une démonstration du séquent P A Q(c) +
P A3z Q(z), on peut tout d’abord appliquer une régle a la proposition P AQ(c)
ou a la proposition PATz Q(x) : c’est le choiz de la proposition dans le séquent.
Si on choisit la proposition P A 3z Q(z), on peut appliquer ou bien la régle
A-droite ou bien la régle contraction-droite & cette proposition, c’est le choiz
de la régle. Si on choisit d’appliquer la régle A-droite, on obtient deux séquents
a démontrer P A Q(c) F P et P AQ(c) F Jx Q(x). On doit alors choisir de
chercher d’abord une démonstration du premier ou alors une démonstration
du second, c’est le choiz du séquent. Enfin, quand on cherche & démontrer le
séquent P A Q(c) F 3z Q(x), si on applique la régle 3-droite, on doit choisir le
terme a substituer & la variable z, c’est le choixz du terme.

Dans le cas général, & chaque étape de la recherche, on a un ensemble
de séquents & démontrer, il faut donc choisir le séquent & traiter, ensuite il
faut choisir la proposition a traiter dans ce séquent. Une fois cette proposition
choisie, deux ou trois régles peuvent s’appliquer : la régle correspondant & son
connecteur ou quantificateur principal et & sa latéralité, la régle de contraction
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correspondant & sa latéralité et, parfois, la régle aziome. Enfin, si la régle choisie
est la régle 3-droite ou la régle V-gauche, il faut encore choisir le terme &
substituer.

6.2.2 Les choix arborescents et les choix indifférents

Dans ’'organisation d’une recherche, quand on se trouve face & un choix :
explorer la voie A ou explorer la voie B et que l'on choisit la voie A, deux
situations peuvent se produire. Dans certains cas, si la voie A méne & une
impasse, il faut revenir en arriére et explorer la voie B. C’est par exemple ainsi
que l'on explore les couloirs d’un labyrinthe & la recherche d’une sortie. 1l se
peut méme qu’il faille commencer & explorer la voie B avant d’avoir abouti a
un constat d’échec dans 'exploration de la voie A, qui peut ne pas terminer.
On parle alors de choiz arborescent. Dans d’autres cas, si la voie A méne & un
échec, on sait que la voie B ménera aussi & un échec, on parle alors de choix
indifférent. Ainsi, pour faire des ceufs mimosa, on peut commencer par faire la
mayonnaise ou par faire cuire les ceufs. Si on commence par essayer de faire la
mayonnaise et que ’on échoue, il est inutile d’essayer de faire cuire les oceufs
d’abord, cela ne changera rien pour la mayonnaise.

Dans l'organisation de la recherche d’'une démonstration dans le calcul des
séquents, le choix du séquent A traiter en premier est bien entendu indifférent :
Pordre dans lequel on cherche les démonstrations de PAQ(c) F P et PAQ(c) +
Jz Q(z) n’a pas d’importance, car chercher une démonstration d’un séquent
ne change pas l'autre.

En revanche, les trois autres choix sont arborescents. L’arborescence du
choix de la proposition est illustré par ’exemple suivant. On cherche, une dé-
monstration du séquent 3z P(z),Vy (P(y) = @) F Q. Si on commence par
appliquer la régle 3-gauche & la proposition 3z P(x), on obtient le séquent
P(z),Vy (P(y) = Q) F Q et on peut appliquer la régle V-gauche a la propo-
sition Yy (P(y) = Q), en choisissant le terme z, et conclure. En revanche, si
on applique d’abord la régle V-gauche a la proposition Vy (P(y) = @), avec ce
méme terme x, on obtient le séquent 3z P(z), P(z) = Q F @, qui n’est pas
démontrable. En particulier, la variable x apparaissant libre dans le séquent,
appliquer la régle 3-gauche a la proposition 3z P(x) demande de renommer la
variable liée = en 2’ et on obtient alors le séquent P(z'), P(z) = Q F @ qui
n’est pas démontrable.

[’arborescence du choix de la régle est illustré par 'exemple suivant. On
cherche une démonstration du séquent - 3z (P(z) = P(f(x))). Si on commence
par appliquer la régle contraction-droite puis deux fois la régle 3-droite avec les
termes c et f(c) on obtient le séquent - P(c) = P(f(c)), P(f(c)) = P(f(f(c)))
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qui se démontre sans peine. En revanche, si on applique la régle 3-droite, on
obtient un séquent de la forme F P(t) = P(f(t)) qui n’est pas démontrable.

[’arborescence du choix du terme est illustré par 'exemple suivant. Si on
veut démontrer le séquent P(f(f(c))) F 3= P(f(x)), il faut appliquer la régle
I-droite avec le terme f(c) et non avec le terme c.

6.2.3 Restreindre les choix

Un des trois types de choix arborescents, le choix du terme, est un choix
parmi un ensemble infini de possibilités. Les deux autres en revanche, le choix
de la proposition et le choix de la régle, sont des choix parmi un ensemble fini
de possibilités. C’est donc le choix du terme qu’il faut chercher a restreindre
en premier.

Quand on cherche une démonstration du séquent P(f(f(c))) F 3z P(f(x)),
si on applique la régle 3-droite a la proposition 3z P(f(x)), on peut substituer la
variable x par différents termes : ¢, f(c), f(f(c)), f(f(f(c))), ... Bien entendu,
seul le terme f(c) permettra de conclure. Au lieu d’énumérer tous les termes
que l'on peut substituer et de les essayer les uns aprés les autres, on peut
retarder le choix du terme en substituant x par une variable spéciale X, que
I'on substituera & son tour, dans une seconde étape, au cours de laquelle une
comparaison entre les propositions du séquent obtenu, P(f(f(c))) et P(f(X)),
suggérera la substitution f(c)/X.

Nous partitionnons donc les variables en deux ensembles infinis : les wva-
riables ordinaires que nous continuons de noter par une lettre minuscule et les
métavariables que nous notons par une majuscule.

Définition 6.3 (Schéma de démonstration)

Un schéma de démonstration est une démonstration construite dans une va-
riante du calcul des séquents sans coupures dans laquelle
les régles 3-droite et V-gauche sont restreintes au cas ot le terme substitué
t est une métavariable,
la régle aziome est remplacée par une régle aziome’ qui permet de démon-
trer n’importe quel séquent dont les propositions sont toute atomiques

T A axiome’ I') A atomiques
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Par exemple, "arbre

axiome’
3-droite

P(f(f() - P(f(X))
P(f(f(c)) =3z P(f(2))

est un schéma de démonstration.

Proposition 6.7

Soit I' H A un séquent et h un entier. Le séquent I' = A a un nombre fini de
schémas de démonstration de hauteur inférieure a h.

Démonstration. Par récurrence sur h.

Définition 6.4

Si o est une substitution et I" un multiensemble de propositions, le multien-
semble oI est obtenu en appliquant la substitution o & chaque élément de
r.

Si o est une substitution et m est une démonstration ou un schéma de
démonstration, la démonstration ou le schéma de démonstration om est obtenu

en appliquant la substitution o & chaque nceud de 7.

Définition 6.5

Une substitution o qui associe des termes ti,...,t, & des métavariables
X1,..., X, parfait un schéma de démonstration 7 si arbre om est une dé-
monstration dans le calcul des séquents sans coupures et dans laquelle la régle
azxiome est restreinte aux séquents dont toutes les propositions sont atomiques,
c’est-a-dire si
— pour chaque séquent I' F A, démontré & ’aide de la régle aziome’, les
multiensembles oI et 0 A ont une proposition en commun
— et pour chaque utilisation des régle 3-gauche ou V-droite dans 7, la condi-
tion de fraicheur des variables est vérifiée dans o, cela signifie que quand
un neeud de 7 a la forme

I'FAA

m V-droite

ou
AFA

m El—gau(:he
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alors la variable x n’est libre ni dans oI ni dans cA. Autrement dit, x
n’est pas libre dans I, A et si Y est libre dans I', A, alors x n’est pas libre
dans oY.

Par exemple, la substitution f(c)/X parfait le schéma de démonstration
ci-avant et donne la démonstration

PN - PHTE) 2ome
PUf) F 3o P(F(0)

Si on se donne un schéma de démonstration 7, on peut décider s’il existe
ou non une substitution qui le parfait.

En effet, pour cela, on doit trouver une substitution o et, pour chaque sé-
quent I' F A démontré par la régle aziome’, un couple formé d’une proposition
atomique A de I' et d’une proposition atomique B de A tel que 0 A = oB.
Comme il y a, dans 7, un nombre fini de séquents démontrés par la régle azio-
me’, et pour chacun d’eux un nombre fini de tels couples, on peut énumérer
tous les choix possibles d'un couple de propositions atomiques par séquent. Il
faut ensuite déterminer, pour chacun de ces choix, s’il existe une substitution
o telle que pour chaque couple (A, B), 0 A = oB.

Par exemple, dans le schéma ci-avant, on a un seul séquent démontré par la
régle axiome’; et un seul choix pour le couple formé d’une proposition atomique
de I' et d’une proposition atomique de A. On doit donc trouver une substitution
o telle que o(P(f(X))) = o(P(f(f(c)))), c’est-a-dire une substitution o qui soit
une solution de ’équation

Cette équation s’appelle un probléme d’unification. Pour résoudre ce probléme,
on procéde de la maniére suivante. Les solutions du probléme

qui sont les mémes que celles du probléme

X = f(c)

et ce probléme a une solution qui est la substitution f(c)/X.
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Définition 6.6

Un probléme d’unification est un systéme d’équations de la forme ¢ = u. Une
solution d’un tel probléme est une substitution o telle que pour toute équation
t = u du probléme, les termes ot et ou sont identiques.

On résout les problémes d’unification en utilisant I’algorithme d’unification
de Robinson, qui rappelle, par certains aspects, I’algorithme du pivot de Gauss.

Définition 6.7 (L'algorithme d'unification de Robinson)

On choisit une équation dans le systéme.
Si cette équation a la forme f(t1,...,t,) = f(u1,...,u,) o f est un sym-
bole de prédicat, un symbole de fonction ou une variable, on la remplace
par les équations t; = uq, ..., t, = u, et on résout le systéme obtenu.
Si cette équation a la forme f(t1,...,t,) = g(u1,...,uy) ou f et g sont
des symboles différents, on échoue.

— Si cette équation a la forme X = X, on la supprime du systéme et on
résout le systéme obtenu.

— Si cette équation a la forme X =t ou t = X, ou X apparait dans t et est
distinct de ¢, on échoue.

— Si cette équation a la forme X =t out = X et que X n’apparait pas dans
t, on substitue X par ¢ dans le reste du systéme, on résout le systéme
obtenu, ce qui donne une substitution o et on retourne la substitution
oU{ot/X}.

La seule subtilité est dans le quatriéme cas : une équation de la forme
X = f(X), par exemple, ne peut pas avoir de solution. Si elle en avait une, par
exemple le terme wu, celui-ci devrait étre égal au terme f(u) et donc le nombre
de symboles de ce terme devrait vérifier I’équation n = n + 1. Ce test s’appelle
le test d’occurrence, il est essentiel pour assurer la terminaison de l'algorithme
d’unification. En effet, dans le cinquiéme cas, la terminaison est assurée par
le fait que la variable X disparait quand on substitue X par ¢ et donc que
I’algorithme est récursivement appelé sur un systéme qui comporte moins de
variables. Cet algorithme d’unification termine donc toujours. Il échoue si le
systéme d’équations n’a pas de solution et il retourne une solution si le systéme
en a une.

Il se peut, qu'un probléme d’unification ait plusieurs solutions. Par exemple,
léquation X = f(Y) a, entre autres substitutions, les solutions

f(e)/X,e/Y
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@)/ X, f(e)]Y
[(2)/X,2]Y
fY)/x
Une solution o est dite principale si pour chaque solution 7 il existe une sub-
stitution 7 telle que 7 = n o 0. Par exemple, les deux derniéres substitutions
ci-avant sont principales, mais pas les deux premiéres. On peut démontrer qu'un
probléme d’unification qui a une solution a toujours une solution principale, et
que la solution calculée par I’algorithme d’unification est principale.

On peut également, démontrer que si ¢ est une solution principale d’un
probléme d’unification et 7 une solution quelconque, alors ’ensemble des va-
riables ordinaires de 7.X est inclus dans celui des variables ordinaires de c.X.
Pour décider ¢'il existe une solution 7 d’'un probléme d’unification qui vérifie
des contraintes d’occurrence de la forme « x n’apparait pas dans 7Y », il suffit
donc d’observer si la solution principale o, calculée par I'algorithme d’unifica-
tion, vérifie ces contraintes.

Ainsi, on peut décider de l'existence d'une substitution qui parfait un
schéma de démonstration. Ce qui montre que 1’ensemble des séquents, qui ont
une démonstration de hauteur inférieure a h, dans le calcul des séquents sans
coupures, est décidable.

Il y a également de nombreuses maniéres de restreindre le choix de la pro-
position et le choix de la régle, on donne quelques exemples & 'exercice 6.4.

Définition 6.8

Une proposition prénezxe est une proposition de la forme Qqz1...9,z, C ou
Q1,...,9, sont des quantificateurs, V ou 3, et C' est une proposition sans
quantificateurs. Une proposition ezistentielle est une proposition de la forme
dzq...3dz, C ou C est une proposition sans quantificateurs. Une proposition
universelle est une proposition de la forme Vzq...Vz, C ou C est une propo-
sition sans quantificateurs.

Une proposition sans quantificateurs est une proposition normale conjonc-
tive si elle est de la forme T ou C; A (... A C,,) o chaque proposition C; est
de la forme L ou D; V (...V Dy,) o chaque D; est une proposition atomique
ou la négation d’une proposition atomique.

Exercice 6.2 (Transformer le séquent : les quantificateurs)

Cet exercice demande d’avoir fait 'exercice 1.5.

1. Montrer que si le séquent - A < A’ est démontrable alors le séquent
I''A F A est démontrable si et seulement si le séquent I, A’ - A est
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démontrable et le séquent I' = A, A est démontrable si et seulement si le
séquent I' = A’ A est démontrable.

. Montrer que, si z n’est pas une variable libre de B, les propositions

(Vx A)AB) & Vx (AAB), (BA(Vz A)) & Vz (BAA), (3xr A)AB) &
dz (AAB), (BA(Jzx A)) & Jz (BAA), (Vx A)V B) & Vo (AV B),
(BV (Vx A)) &Vz (BVA), (Bx A)vB)< 3z (AVB), (BV(3z A) &
Jz (BVA), (Vx A)= B) < 3z (A= B), (B= (Vz A)) & Vz (B= A),
(3z A) = B) & Vo (A = B), (B = (3z 4) & Jz (B = A),
(=(Vx A)) & Jz A et (-(Fz A)) & Vo —A sont démontrables.

Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition prénexe
A’ telle que la proposition A & A’ soit démontrable.

Montrer que le séquent - A est démontrable si et seulement si le séquent
F A’ est démontrable.

On rappelle que, d’aprés la proposition 1.7, le séquent - A est démontrable
si et seulement si le séquent - —=—A est démontrable.

Montrer que le séquent - A est démontrable si et seulement si le séquent,
- A I est démontrable.

Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition prénexe
A’ telle que le séquent A’ - soit démontrable si et seulement si le séquent
F A est démontrable.

Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition universelle
A’ telle que le séquent A’ - soit démontrable si et seulement si le séquent
F A est démontrable. Indice : utiliser le théoréme de Skolem 2.3.

Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition existen-
tielle A’, telle que le séquent - A’ soit démontrable si et seulement si le
séquent - A est démontrable.

Exercice 6.3 (Transformer le séquent : les connecteurs)

Cet exercice demande d’avoir fait Pexercice 6.2.

1.

Montrer que les propositions (A = B) < (mAVB), (-T) & L, (-1) < T,
(~(AAB)) & ((SA)V (=B)), (~(AV B)) & (~A) A(~B)) et (--4) & A
sont démontrables.

Montrer que, pour toute proposition sans quantificateurs A, il existe une
proposition A’ sans quantificateurs, qui ne contient pas le symbole = et
dans laquelle la négation n’est appliquée qu’a des propositions atomiques,
telle que la proposition A < A’ soit démontrable.

Montrer que les propositions ((AAB)AC) < (AAN(BAC)), (AVB)VC) &
(AvV(BV(Q), (AV(BAC) & (AVB)A(AVC), (ANB)VC) &
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(AVOYA(BVO), (TVA) & T,(AVT)& T, (LVA) < Aet (AVL) = A
sont démontrables.

Montrer que, pour toute proposition sans quantificateurs A, il existe une
proposition normale conjonctive A’, telle que la proposition A & A’ soit
démontrable.

3. Montrer que, pour toute proposition A, il existe une proposition universelle
A’ de la forme Vz1 ...V, C, ou C est une proposition normale conjonctive
telle que le séquent A’ F soit démontrable si et seulement si le séquent - A
est démontrable.

Montrer que la proposition (Vo (A A B)) < ((Vz A) A (Vz B)) est démon-
trable. Montrer que le séquent I, AAB F A est démontrable si et seulement,
si le séquent I', A, B+ A est démontrable.

Montrer que, pour toute proposition A, il existe des propositions C1, ..., Cy
de la forme 1 ou Va;...Va, (D1 V (...V D)), ou chaque D; est une
proposition atomique ou la négation d’une proposition atomique, telles que
le séquent - A soit démontrable si et seulement si le séquent C,...,Cp F
est démontrable.

Exercice 6.4

Cet exercice demande d’avoir fait Pexercice 6.2.

1. Montrer que I’on obtient un systéme équivalent au calcul des séquents sans
coupures si on restreint la régle contraction-gauche aux propositions de la
forme Vx A et la régle contraction-droite aux propositions de la forme 3z A.

2. Montrer que la démonstration d’une proposition existentielle dans le calcul
des séquents sans coupures n’utilise jamais les régles 3-gauche et V-droite.
Montrer que dans le calcul des séquents sans coupures, privé des régles
J-gauche et V-droite, le choix de la proposition est indifférent.

3. Ecrire un programme de recherche de démonstrations dans le calcul des
séquents.

Exercice 6.5 (Le théoréme de Herbrand)

Soit A une proposition prénexe close de la forme Qiz1...Q,x, C. On ap-
pelle instance close de A, une proposition close de la forme oC, ol o est une
substitution de domaine x4, ..., z,.

Soient Ay, ..., A, des propositions existentielles closes et I" et A des mul-
tiensembles de propositions closes sans quantificateurs. Montrer que si le lan-
gage contient au moins une constante, alors le séquent I' = Ay,..., A, A est
démontrable dans le calcul des séquents sans coupures si et seulement s’il existe
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des instances closes Al ..., A" de Ay, ..., AL, ... AP~ de A, telles que le
séquent sans quantificateurs I' = A}, ... AP o AL L AP A soit démon-
trable dans le calcul des séquents sans coupures.

Soient Aq,...,A, des propositions existentielles closes. Montrer que si le
langage contient au moins une constante, alors le séquent + Aq,..., A, est
démontrable dans le calcul des séquents sans coupures si et seulement s’il existe
des instances closes Al,..., A" de Ay, ..., AL,... AP» de A, telles que le
séquent sans quantificateurs = Al ... AP .. AL ... AP» soit démontrable
dans le calcul des séquents sans coupures.

Soient Aj,..., A, des propositions universelles closes. Montrer, de méme,
que si le langage contient au moins une constante, le séquent Ay, ..., A, F est
démontrable dans le calcul des séquents sans coupures si et seulement s’il existe
des instances closes Al,..., A" de Ay, ..., AL,... AP» de A,, telles que le
séquent sans quantificateurs Al ..., A" ... AL ... AP» b soit démontrable

dans le calcul des séquents sans coupures.

Exercice 6.6 (La résolution)

Cet exercice demande d’avoir fait les exercices 6.2, 6.3 et 6.5.
Une clause est un ensemble fini de propositions, dans lequel chaque propo-
sition est une proposition atomique ou la négation d’une proposition atomique.
Si C = {A1,..., A} est une clause, on écrit VC' la proposition Vry ... Vz,
(A1 V...V A,), ol zy,...,x, sont les variables libres de A;,..., A, et V& = L
par convention.
Soit E un ensemble de clauses, on considére ’ensemble de clauses G induc-
tivement défini par les trois régles suivantes
si C appartient & F, alors C appartient a G,
C appartient & G, alors (t/x)C appartient & G,
si Cy U {A} et C2 U {—A} appartiennent & G, alors C; U Cy appartient a
G.

On écrit E ~» C pour exprimer que la clause C' appartient & ’ensemble G.
1. Soit E I’ensemble formé des quatre clauses
P(a,b)
P(b,c)
ﬁP(xv y)a _'P(y7 Z)7 G({E, Z)
-G(a,c)

Donner une dérivation de FE ~ &.
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2. Montrer que pour toute proposition A, il existe un ensemble de clauses
Ci,...,Cy, tel que le séquent - A soit démontrable si et seulement si le
séquent VC1,...,VC, F est démontrable. Quel est ’ensemble de clauses
associé a la proposition suivante ?

(P(a,b) A P(b,c) ANVxvVyVz ((P(z,y) A Py, 2)) = G(x, 2))) = G(a,c)

3. On veut montrer que si C,...,C, ~ @, alors le séquent YC1,...,VC, F
est démontrable. On montre plus généralement que si Cy,...,C, ~ D,
alors le séquent VC1,...,VC, F VD est demontrable.

Montrer que si D = (t/x)C, alors le séquent YC VD est démontrable.
Montrer que si C; = C] U{A} et C2 = CLU{-A} et D = C] U %, alors
le séquent YO, VC5 VD est démontrable.

Soit C1,...,C, un ensemble de clauses, montrer que si Cy,...,C, ~ D,
alors le séquent VC1,...,VC, F VD est déemontrable.

Montrer que si le séquent I' + 1 est démontrable, alors le séquent I" F 'est
aussi.

Montrer que si Ci,...,C, ~ @, alors le séquent YC1,...,VC), F est dé-
montrable.

4. On veut maintenant montrer la réciproque, c’est-a-dire que si le séquent
YCy,...,VYC, F est démontrable, alors C1,...,C), ~ @.
Soit E un ensemble de clauses et C' et D deux clauses. Montrer que si
E~ Cet EU{C}~ D, alors E ~> D.
Soit D est une clause close, E = {C1,...,Cy,} et E' ={C1,...,C}} deux
ensembles de clauses closes, tels que pour tout 4, C! est ou bien la clause
C; ou bien la clause C; U D et C' une clause close. Montrer que si E ~ C,
alors ou bien E/ ~ C ou bien E' ~» C' U D. Montrer que si F ~ &, alors
ou bien E’ ~» & ou bien E' ~» D. Montrer que si C et C’ sont deux clauses
closeset EU{C}~ @ et EU{C'} ~ @, alors E,(CUC") ~ @.

Soient Cy,...,C, des clauses closes et Pi,..., P, des propositions ato-
miques closes. Montrer que si le séquent VCi,...,VC, + Pi,..., P, est
démontrable, alors Ci,...,C,,—P1,...,~ Py ~ . Montrer que si le sé-
quent VC1,...,YC,  est démontrable, alors C1,...,C, ~ @.

Soient C4,...,C, des clauses quelconques. Montrer que si le séquent

YC,,...,YC, F est démontrable, alors Ci,...,C, ~ @. Indice : utiliser
le théoréme de Herbrand.

Soient Cy,...,C, des clauses quelconques. Montrer que le séquent
YCi,...,YC, F est démontrable si et seulement si C1,...,C, ~ @.

5. Les trois régles ci-avant ne peuvent pas encore étre utilisées comme un algo-
rithme de recherche de démonstrations, car la deuxiéme demande de choisir
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6.

un terme dans un ensemble infini. On introduit donc un autre ensemble de

régles appelé régles de résolution.

Soit E un ensemble de clauses, on considére ’ensemble de clauses G induc-

tivement défini par les deux régles suivantes

— si C appartient & F, alors C' appartient a G,

-si CU{A41,...,4,} et C" U{=By,...,m By} sont deux clauses de G
dans lesquelles on a renommé les variables de maniére & ce qu’elles ne
partagent pas de variables, et o est une solution principale du probléme
d’unification 41 =... = A, = By = ... = By, alors la clause o(C U C")
appartient a G.

On écrit F < C pour exprimer que C' appartient a ’ensemble G.

Soit E I’ensemble de clause de la question (1.). Donner une dérivation de

EF— g

Soit E ’ensemble de clauses. Montrer que si ¥ <— D, alors £ ~» D. Montrer

que si F — @&, alors E ~ &.

Montrer que s’il existe un ensemble E’ contenant des clauses de la forme

oC, ou C est une clause de E et o une substitution, tel que E' ~» D', alors

il existe une clause D et une substitution 7 telle que E < D et D' = 7D.

Montrer que si £ ~» &, alors £ — &.

Soit E un ensemble de clauses. Montrer que EF ~ & si et seulement si

EF— g

Soit A une proposition et C1,...,C, un ensemble de clauses, tel que le sé-

quent F A soit démontrable si et seulement si le séquent VO, . .., YC, F est

démontrable. Montrer que le séquent - A est démontrable si et seulement,
si Cl,...,Cn(—>®.

Ecrire un programme de recherche de démonstrations utilisant la résolution.
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Des théories décidables

Nous avons vu, au chapitre 5, que la logique des prédicats était indécidable
mais, d’une part, qu’elle était semi-décidable et, d’autre part, qu’en ajoutant
des axiomes, on rendait parfois la démontrabilité décidable. La semi-décidabilité
nous a mené, au chapitre 6, & développer des algorithmes de recherche de dé-
monstrations, qui ne terminent pas quand la proposition dont on recherche une
démonstration n’est pas démontrable. Nous allons voir, dans ce chapitre, un
exemple d’algorithme qui permet de décider la démontrabilité dans une théorie
particuliére.

Diverses méthodes peuvent étre employées pour décider la démontrabilité
dans une théorie. L’une d’elle consiste & montrer que si une proposition n’est,
pas démontrable dans cette théorie, alors il existe un modéle fini de la théorie
dans laquelle cette proposition n’est pas valide. Ainsi, en énumérant d’une
part les démonstrations, d’autre part les modéles finis, on finit par trouver une
démonstration dans le cas ol la proposition est démontrable et un modeéle dans
le cas o elle ne ’est pas.

Une autre méthode, la méthode d’élimination des quantificateurs, consiste
a montrer, d’une part, que la démontrabilité d’une proposition close sans quan-
tificateurs peut se déterminer par une simple analyse de cette proposition et,
d’autre part, que toute proposition close peut se transformer en une propo-
sition close sans quantificateurs qui lui est équivalente. Nous utilisons cette
méthode pour démontrer la décidabilité de ’ensemble des propositions du lan-
gage 0,1, 4, —, < valides dans Z. Cet ensemble étant décidable, on peut poser
chacun de ses éléments en axiome. On obtient ainsi une théorie cohérente,
compléte et décidable.
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Pour démontrer ce théoréme, on doit étendre le langage ci-avant en ajoutant
pour chaque entier naturel n non nul, un prédicat unaire Mult,, qui caractérise
les multiples de n.

Définition 7.1

Soit L le langage constitué des constantes 0 et 1, des symboles de fonction
binaire + et —, d’un symbole de prédicat binaire < et, pour chaque entier
naturel non nul n, d’un symbole de prédicat unaire Mult,.

Si n est un entier positif, on écrit n I’entier 1+1+4...4 1 avec n occurrences

du symbole 1 et si n est négatif, on écrit n l’entier 0—1—1—...—1 avec —n
occurrences du symbole 1. De méme, on écrit 1.z le terme x, 2.z le terme x + x,
3.z le terme z +x + x, ..., (=1).x le terme 0 — z, (—2).x le terme 0 — = — z,

. et 0.z le terme 0.

Définition 7.2 (Le modéle 7Z)

Le modéle Z est formé de I'ensemble Z, des entiers 0 et 1, de ’addition et de la
soustraction de Z de la relation d’ordre sur Z et, pour tout entier naturel non
nul n, de la fonction caractéristique de ’ensemble des multiples de n.

Commencons par un exemple. Soit A la proposition 1 < 3.z Ax <7 — =z,
qui contient une unique variable libre x. On veut décider si la proposition Jz A
est valide ou non dans Z. Pour cela, dans chaque inéquation, on commence
par rassembler les & d’un c6té du signe < et les autres termes de ’autre. Puis
on multiplie la premiére inéquation par 2 et la seconde par 3 de maniére a
obtenir le méme coefficient pour z dans toutes les inéquations. On obtient
alors la proposition équivalente 3z (2 < 6.2 A 6.2 < 21). On fait alors un
changement de variable, qui donne la proposition équivalente a 3z’ (2 < 2/ A
' < 21 A Multg(2')). On doit donc décider de I’existence d’un multiple de 6
dans l'intervalle des nombres compris entre 2 et 21 et la réponse est positive.

Si, maintenant, la proposition A contient d’autres variables que x, on ne
veut, plus simplement décider si la proposition 3z A, qui contient des variables
libres, est valide ou non, mais on veut la transformer en une proposition équi-
valente, sans quantificateurs et qui contient ces mémes variables. Considérons,
par exemple, la proposition 1 < 3.z Az < y—z. On commence, comme ci-avant,
par rassembler les x d’'un coté du signe < et les autres termes de 'autre puis
on multiplie chaque inégalité de maniére & obtenir le méme coefficient pour x
dans chaque inéquation et on effectue un changement de variable. On obtient
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la proposition, équivalente & 3z A, suivante 32’ (2 < 2’/ Az’ < 3.y A Multg(x')).
Appelons A’ la proposition 2 < 2’ Az’ < 3.y A Multg(z').

Fixons une valeur ¢ pour y et supposons qu’il existe un entier p qui vérifie
cette proposition. Deux cas peuvent alors se produire. Ou bien, tous les nombres
supérieurs a p et congrus & p modulo 6 la vérifient également, ou bien, comme
dans cet exemple, ce n’est pas le cas. Dans ce cas, il existe un entier p’ qui
vérifie la proposition et tel que p’ + 6 ne la vérifie pas. Cela signifie qu’il existe
une inéquation, ici ¥’ < 3.y, qui a changé d’avis entre p’ et p’ + 6. Donc
p’ < 3.q < p’ + 6. 1l existe donc un entier j compris entre 0 et 5 tel que
3.g=1p +j et donc p’ = 3.q — j vérifie la proposition ci-avant. Autrement dit,
la proposition A’ dans laquelle on substitue y par ¢ et 2’ par 3. — j pour un
certain j compris entre 0 et 5 est valide dans Z.

Soit B la proposition sans quantificateurs (3.y/z")A’ vV ((3.y — 1)/2")A’ v
((B.y=2)/z"YA'V((38.y—3)/2")A'V((B.y—4)/a")A’V((3.y—5)/x')A’. La propo-
sition B, dans laquelle on substitue y par ¢ est valide dans Z. Réciproquement,
si cette proposition est valide dans Z, alors 3z’ A’ est également valide.

La proposition ci-aprés généralise cette construction.

Proposition 7.1

Soit A une proposition sans quantificateurs dans le langage L, il existe une
proposition B sans quantificateurs telle que la proposition (3z A) < B soit
valide dans le modéle Z.

Démonstration. On commence par supprimer dans A les implications en rem-
placant les propositions de la forme C' = D par la proposition équivalente
—=C'V D. On supprime ensuite les négations en remplagant les propositions de la
forme =T par L, =L par T, =(CAD) par -CV—-D, =(CVD) par ~-CA—-D, ~—C
par C, -t < wuparu+1 < tet - Mult,(t) par Mult, (t+1)V...V Mult,(t+n—1)
jusqu’a la disparition compléte du symbole —. On obtient alors une proposition
formée avec les connecteurs T, L, A, V & partir de propositions atomiques de
la forme t < u ou Mult,(t).

On rassemble ensuite, dans chaque inéquation, les x d’un cé6té du signe < et
les autres termes de ’autre. Puis on remplace chaque proposition de la forme
t < u par la proposition équivalente k.t < k.u pour un entier k strictement
positif et chaque proposition de la forme Mult, (t) par Multy,(k.t) de maniére
a obtenir le méme coefficient s pour x dans toutes les propositions atomiques.
On remplace ensuite tous les termes de la forme s.z par une variable 2’ et on
ajoute la proposition atomique Mults(z’). On obtient alors une proposition,
équivalente & la proposition 3z A de la forme 3z’ A’ ont A’ est formée avec les
connecteurs T, 1, A, V & partir de propositions atomiques de la forme z’ < ¢,
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t <a',0<t, Mult,(x' +t) et Mult,(t) ol t est un terme qui ne contient pas la
variable z’.

Soit r un multiple commun de tous les entiers n tels que la proposition
atomique Mult, (' 4 t) apparaisse dans A’.

Si on fixe la valeur des variables distinctes de z’, la valeur de vérité d’une
telle proposition est une fonction de la valeur associée & x’ qui est périodique
de période r & partir d’un certain rang. En effet, au-dela d’une certaine valeur,
les propositions de la forme z’ < ¢ sont toujours fausses et celles de la forme
t < 2’ toujours vraies, seules celles de la forme Mult, (z' +t) changent de valeur
selon une période 7.

Soit E I’ensemble de tous les termes ¢ tels que la proposition atomique ' < ¢
apparaisse dans A’. Soit A” la proposition obtenue en remplacant dans A’ les
propositions de la forme 2’ < t par L et les propositions de la forme ¢ < z’ par
T et soit B la disjonction de toutes les propositions de la forme

— (i/2")A"” ou i est un entier compris entre 0 et r — 1,

— ((t —j)/x')A’ o ¢ est un terme de E et j un entier compris entre 0 et

r—1.
Montrons que la proposition (32" A’) < B est valide dans Z.

Soient y1, ..., yn les variables de A’ distinctes de z’. On écrit A'[p, q1, .. ., gn)
la proposition (p/z',;q1/y1,- - qn/yn)A’, A”[p,q1,...,¢q,] la proposition
(p/2',q1/y15 - Gn/yn) A" et Blqu, ..., qn] la proposition (q1/y1,- .., qn/yn)B-

On veut montrer que pour tout ¢i,...,qn, il existe un entier p tel que
A'lp,q1, ..., qn] soit valide si et seulement si Blqi, ..., q,] est valide.

Supposons qu’il existe un entier p tel que A’'[p,q1,...,g,] soit valide, dans
ce cas, ou bien, pour tout v, A’'[p+ vr,q1,...,qs] est valide, ou bien non.

Dans le premier cas, il existe des entiers p’ arbitrairement grands tels que
A'lp',q1,...,qn) soit valide, et pour p’ suffisamment grand A'[p’, q1, ..., qn] est
équivalent a A”[p', q1, . .., gn]. Il existe donc un entier p’ tel que A”[p', q1, ..., ¢n]
soit valide. Or, pour tout p, A”[p, q1, .. ., ¢n] est équivalent & A" [p—r, q1, ..., qn].
Il existe donc un entier ¢ compris entre 0 et r — 1 tel que A”[i,q1,. .., qn] soit
valide. La proposition B|qu, ..., ] est donc valide.

Dans le second cas, il existe un entier p’ tel que A'[p’, q1, ..., g,] soit valide,
mais pas A'[p' + r,q1,...,qn]. Il existe donc une proposition atomique de la
forme 2/ < t qui est vérifiée en p’ mais pas en p’ + r. Ecrivons t[qy,...,q,] le
terme (q1/y1,---,qn/yn)t. On a p’ <tlq,...,qs], mais t{q1,...,qn] <p’ +r, il
existe donc un entier j compris entre 0 et r — 1 tel que p’ = t[q1,...,qn] — j.
La proposition Blqi, ..., ¢n] est donc valide.

Réciproquement, si Blqi, . .., qn] est valide, alors, ou bien il existe un entier
i tel que A”[i,q1,...,qn] soit valide ou bien il existe un élément ¢ de E et un
entier j tels que A'[t[q1,...,qm] — J,q1,- - -, qn] soit valide. Dans ce second cas,
il existe un entier p tel que A'[p,q1, ..., qn] soit valide. Dans le premier, comme
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pour tout p, tel que A”[p,q1,...,qs] est équivalent & A”[p + r,q1,...,qn], il
existe des entiers p arbitrairement grands tels que A”[p,q1, ..., ¢y] soit valide,
et pour p assez grand A”[p, q1, - .., qn] est équivalent & A'[p, q1, ..., ¢,]. Il existe
donc un entier p tel que A'[p, q1,. .., qn] soit valide.

Proposition 7.2

Soit. A une proposition du langage £, alors il existe une proposition B sans
quantificateurs telle que A < B soit valide dans Z.

Démonstration. On remplace les propositions de la forme Va C' par la proposi-
tion équivalente —3z—C et on conclut avec une démonstration par récurrence
sur la structure de la proposition ainsi obtenue, en utilisant la proposition 7.1
dans le cas du quantificateur existentiel.

Théoréme 7.1

L’ensemble des propositions formées dans le langage 0,1, +, —, < et valide dans
Z est, décidable.

Démonstration. La validité des propositions closes et sans quantificateurs est
évidemment décidable, celle des propositions quelconques s’en déduit par la
proposition 7.2.

On peut en déduire un résultat similaire pour les entiers naturels.

Théoréme 7.2 (Presburger)

L’ensemble des propositions formées dans le langage 0, .5, 4+, = et valide dans
N est décidable.
Démonstration. A chaque proposition A du langage 0, S, +, = on associe une
proposition |A] du langage 0,1, +, —, < telle que pour toute proposition close
A, A est valide dans N si et seulement si |A] est valide dans Z.

0] =0, [a| = @, |SE)] = [t + 1, [t +ul = [¢] + |u],

[t =u| =t < [u] Alful < |t

[TI=T, |1l =1, |~Al =-lA|, [AAB| = [A| A B, [AV B| = |A] V| B,

A= B|=[A] = |B|,

Vo Al =Vz (0 <z = |A]), [Tz A] =3z (0 <z A|A)).
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[a constructivité

Si un ensemble contient ’entier 0, mais pas I’entier 2, on peut montrer qu’il
existe un entier qui appartient a cet ensemble, mais dont le successeur ne lui
appartient pas : il faut bien, en effet, qu’a un moment ou a un autre, la suite
des entiers sorte de 'ensemble. On peut méme montrer que ce nombre est égal
ou bien & 0 ou bien & 1. Mais, on ne peut pas montrer que ce nombre est égal &
0 ni qu’il est égal & 1, car il faudrait pour cela savoir si le nombre 1 appartient
a ’ensemble ou non.

En logique des prédicats cela se traduit par le fait que le séquent

I'-3z (P(x) A=P(S(x)))
ou I' = P(0), ~P(2) est démontrable

T PO F PO A=PE) TP P(0) A=P(D)
T'FP()Vv—=P1) I,PQ)F 3z (Px) A=P(5(x))) I,=P(1)F 3z (P(x) A —P(5()))
I' -3z (P(xz) A ~P(S(x)))

En revanche, pour chaque terme ¢, le séquent P(0),—P(2) - P(t) A = P(S(t))
n’est pas démontrable. En effet, en prenant M = N, en interprétant 0 et S de
maniére évidente et P successivement par la fonction caractéristique de la paire
{0,1} et du singleton {0}, on obtient deux modeéles dans lesquels le terme ¢ a
la méme dénotation et qui réfutent le séquent ci-avant, le premier dans le cas
ou la dénotation de t est nulle et le second dans le cas ou elle est non nulle.

Définition 8.1 (La propriété du témoin)

On dit qu'un ensemble de propositions a la propriété du témoin si chaque fois
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qu'’il contient une proposition de la forme 3z A, il contient la proposition (¢/x)A
pour un certain terme t.

L’ensemble des propositions démontrables dans la théorie P(0),—P(2) n’a
donc pas la propriété du témoin.

On peut montrer, de méme, que ’ensemble des propositions démontrables
dans la théorie vide n’a pas la propriété du témoin. Il suffit pour cela de consi-
dérer la proposition

Fz ((P(0) A=P(2)) = (P(z) A ~P(5(x))))

Exercice 8.1

Montrer que la proposition 3z (P(z) V - P(S(x))) est démontrable, mais qu’il
n’existe pas de terme ¢ tel que P(t) V - P(S(t)) soit démontrable.

Dans la démonstration du séquent P(0), —P(2) - 3z (P(z) A =P(S(x))),
Putilisation du tiers exclu pour montrer la proposition P(1) V —=P(1) semble
essentielle. On peut donc se demander si ce séquent peut étre démontré sans
utiliser le tiers exclu. Comme nous allons le voir, ce n’est pas le cas, car I'en-
semble des propositions démontrables en logique des prédicats sans utiliser le
tiers exclu a la propriété du témoin.

Définition 8.2 (Démonstration constructive)

Une démonstration en déduction naturelle est constructive si elle n’utilise pas
la régle tiers exclu. Une démonstration dans le systéme D’ est constructive si
elle ne contient que des séquents de la forme I = A ot A est un singleton. Une
démonstration en calcul des séquents est constructive si elle ne contient que des
séquents de la forme I' = A ot A est un singleton ou le multiensemble vide.
En calcul des séquents, on supprime la régle contraction-droite et on modifie
quelques régles : la régle V-droite est remplacée par les deux régles

I'HA

TEAVE V-droite

I'-B

TFAVEB V-droite

la régle =-gauche par
I'-A I'BFC

I'A=BFC

=--gauche
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la régle —-gauche par
I'HA

m —\—gauche

et la régle coupure par la régle
I'-A I''AFB

T'FB coupure

On peut démontrer, en s’inspirant des démonstrations du chapitre 6, qu’'un
séquent I' = A a une démonstration constructive en déduction naturelle si et
seulement s’il a une démonstration constructive en calcul des séquents.

De méme on peut montrer qu’en calcul des séquents, un séquent I" = A a une
démonstration constructive si et seulement s’il a une démonstration construc-
tive et sans coupures.

Proposition 8.1

Si, en calcul des séquents, un séquent - A a une démonstration sans coupures,
alors la derniére régle de cette démonstration est une régle droite.

Démonstration. Comme la partie gauche du séquent est vide, cette régle ne
peut pas étre une régle gauche, ni la régle aziome. Comme la démonstration
est sans coupures, ce ne peut pas étre la régle coupure. C’est donc une régle
droite.

Proposition 8.2

[’ensemble des propositions qui ont une démonstration constructive a la pro-
priété du témoin.

Démonstration. Sile séquent - 3z A a une démonstration constructive dans le
calcul des séquents, il a aussi une démonstration constructive et sans coupures.
La derniére régle de cette démonstration est une régle droite, et comme il n’y
a pas de régle contraction-droite dans le calcul des séquents constructif, c’est
la régle 3-droite. La démonstration a donc la forme

0
F(t/x)A .

T3 A F-droite
et la proposition (¢/x)A a une démonstration constructive.

Dans la démonstration ci-avant, le fait que la partie gauche du séquent soit
vide est essentiel. Le théoréme ne s’étend pas & une théorie quelconque. Par
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exemple, I’ensemble des propositions qui ont une démonstration constructive
dans la théorie 3z P(z) n’a bien entendu pas la propriété du témoin. Toutefois,
on peut montrer que ce théoréme s’étend & I’arithmétique et a certaines versions
de la théorie des ensembles.

Cette propriété du témoin permet d’utiliser les démonstrations constructives
comme des programmes. Par exemple, la proposition

Vedy (x=2xyVae=2xy+1)

a une démonstration constructive w dans 'arithmétique. A partir de cette dé-
monstration, il n’est pas difficile d’en construire une de la proposition

Jy (256=2xyv25=2xy+1)

axiome
V-gauche
coupure

™ I, 3y A[25,y] - Jy A[25,y]
I'-Va3dy Alz,y] IVady Alx,y] F Jy A[25,y]
I'+ 3y A[25,y]
ot A est la proposition z = 2 x yVa = 2 x y+ 1 et ot on note Aft,u] la
proposition (¢t/x,u/y)A. En éliminant les coupures dans cette démonstration,

on obtient un témoin : 12.

La démonstration 7 est donc un programme qui divise son entrée 25 par
2. Le mécanisme d’exécution de ce programme est I’élimination des coupures.
Par construction, ce programme est correct vis & vis de la spécification

r=2XxyVr=2xy+1

Exercice 8.2

On associe un type & chaque terme du lambda-calcul. Les types sont les expres-
sions closes d'un langage formé d’un ensemble infini de constantes pg, p1, p2, - - -
et, d’'un symbole binaire —. Un contexte de typage est un ensemble fini de dé-
clarations de la forme z : « ot x est une variable et « un type, tel que si x : «
et x : @ appartiennent tous les deux & l’ensemble, alors « = 3. Un jugement
de typage est un triplet formé d'un contexte de typage I', d’un terme ¢ et d’'un
type a. Le jugement I' - ¢t : a exprime que le terme ¢ a le type « dans le
contexte I, par exemple le terme fun x — (f = x) a le type po — po dans le
contexte f : pg — po — po- Les jugements dérivables sont inductivement définis
par les régles suivantes

7F|_x:a51x:aestunelementdeF

z:abt:03
' (funx—t):a—p
I'tt:a—p INFu:«
I'(twu):p
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1. Donner un terme de type pg — p1 — po dans le contexte vide. Et un terme
de type pg — p1 — p1.

La logique propositionnelle minimale est le fragment de la logique des pré-
dicats formé des symboles de proposition Py, ..., P, et de 'implication.

2. Quelles sont les régles de la déduction naturelle que I'on peut utiliser pour
démontrer une proposition dans ce fragment 7 Donner une démonstration
de la proposition Py = P; = Py. Et de la proposition Py = P, = P;.

On considére une application ¢ qui associe un type du lambda-calcul &
chaque proposition de la logique propositionnelle minimale.

oP; = p;
(A= B) = (¢A) — (¢B)

3. Quelle est le type associé & la proposition Py = P; = Py?

4. Montrer qu’il existe une démonstration = du séquent A;,..., A, F B si
et seulement s’il existe un terme t de type ¢B dans le contexte xi
QAL ... xp DA,

5. Soit I' le contexte A, A = B,B = C,C = D. Quel est le terme associé a
la démonstration

. m axiome m axi(’n'.ﬂe
T BrC=D axiome T.BFC — =-élim ' '
T BFD ) =-élim TFAS gaxiome p—— axl(’ntﬂe
m =--intro TEB — =-élim
D =--élim

? Ce terme termine-t-il? Quelle est sa forme irréductible 7 Quelle est la
démonstration associée a cette forme irréductible ?

6. Quelle est la forme des démonstrations qui se traduisent sur un radical ?
Quelle est 1la démonstration associée au terme obtenu en réduisant ce radi-
cal?

Exercice 8.3

Cet exercice demande d’avoir fait Pexercice 1.5.

1. Soit A une proposition quelconque, donner une démonstration — non né-
cessairement constructive —, dans le calcul des séquents, de la proposition

AV -A
Donner une démonstration constructive de la proposition

On associe a chaque proposition A de la logique des prédicats une proposi-
tion |A| définie par récurrence sur la structure de A de la maniére suivante
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|P| = ——P
[T|=-=T
|L] =—-—L
|[ANB| =-=(lA[A[B])
|[Av B| = -=(|A] V[B])
|A= Bl =-~(l4] = [B])
] = ~—4
Vo Al = =—=Vz | 4|
|Fz A| = -—3z | 4|

2. Quelle est la proposition |3z (P(z) A —P(S(x)))|?

On associe & chaque proposition A de la logique des prédicats une propo-
sition ||Al| similaire & |A|, sauf que I’on enléve une négation a la racine
- Pl ==P

1Tl ==T

L] ==L

[AA Bl =—(JA[A|B])

[AV Bl = —(|A] v |B|)

1A= B| =—(|Al = |B)

[=All = = A]

IVz A|| = —Vz |A]

I3z A|| = =3z |A]
Montrer que si le séquent I' = A a une démonstration non nécessaire-
ment constructive , dans le calcul des séquents sans coupures, alors le
séquent |I'|||Al| F a une démonstration sans coupures et constructive.

Soit. A une proposition. Montrer que si A a une démonstration non
nécessairement constructive , alors |A| a une démonstration constructive.

. Montrer que pour toute proposition B, la proposition B < ——B a une

démonstration — non nécessairement constructive. Montrer que la propo-
sition A < |A| a une démonstration — non nécessairement constructive.
Montrer que si la proposition |A| a une démonstration constructive, alors
la proposition A a une démonstration  non nécessairement constructive.
Montrer que la proposition |A| a une démonstration constructive si et
seulement si la proposition A a une démonstration — non nécessairement,

constructive.

Donner une démonstration constructive du séquent,
[P0)],|=P2)| F [Fz (P(x) A =P(S(x)))]

Donner une démonstration constructive du séquent,

P(0), ~P(2) ==z (P(z) A =P(S(x))).
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Dans ce livre, nous avons exploré un certain nombre de liens entre les notions
de démonstration et d’algorithme, & travers le théoréme d’indécidabilité de
la démontrabilité en logique des prédicats d’abord, puis a travers le résultat
de décidabilité de la bonne formation d’'une démonstration, qui a mené a un
résultat de semi-décidabilité de la démontrabilité en logique des prédicats, a des
algorithmes de vérification de démonstrations et de démonstration automatique
et & travers des résultats de décidabilité pour des théories particuliéres. Enfin, la
notion de constructivité a mis en évidence un autre lien entre les démonstrations
et les algorithmes, qui a mené & une méthode, parmi d’autres, pour démontrer
qu’'un algorithme vérifie une spécification.

En chemin, nous avons découvert les quatre grandes notions autour des-
quelles la logique contemporaine est organisée : les notions de démonstration,
d’algorithme, de modéle et d’ensemble. Ces quatre notions définissent les quatre
branches de la logique : la théorie de la démonstration, la théorie de la calcu-
labilité, la théorie des modéles et la théorie des ensembles. Cette classification,
pour utile qu’elle soit, ne doit cependant pas occulter le fait que toutes ces
notions sont utilisées, & des degrés divers, dans chacune de ces branches.

Jusqu’a la fin du XIX® siécle, il n’existait qu'une notion rudimentaire de
démonstration, remontant & I’Antiquité, des notions informelles d’ensemble et
d’algorithme et pas de notion de modéle. La logique s’est donc entiérement
renouvelée quand ces quatre notions ont été dégagées entre les années soixante-
dix du XIX® siécle et les années trente du XX© siécle.

Nous avons également abordé un certain nombre d’applications de la lo-
gique : en mathématiques d’abord, avec des résultats d’indépendance et de
cohérence relative, mais aussi, de maniére peut-étre plus inattendue, avec des
résultats d’algébre, pour lesquels il n’était pas a priori évident que des outils
logiques soient nécessaires.

Mais c’est surtout en informatique que la logique a trouvé un vaste champ
d’applications : en théorie des langages de programmation, avec la conception
de langages fonctionnels issus du lambda-calcul et de langages logiques issus
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d’algorithmes de démonstration automatique, en architecture ol certains cir-
cuits sont représentés par des propositions de la logique propositionnelle, en
théorie de la complexité, avec, par exemple, la notion de machine de Turing
non déterministe, en théorie des bases de données, avec la notion de langage
de requéte issue de la théorie des modéles finis et en siireté, avec la conception
d’outils permettant de démontrer la correction de circuits et de programmes
par rapport & leur spécification logique.

Le role central que joue la notion d’algorithme en logique pouvait certes
laisser espérer certaines applications en informatique, mais sans doute pas au
point que nous connaissons aujourd’hui. La logique semble, par certains aspects,
étre a 'informatique ce que le calcul différentiel est & la physique.

Et il n’est pas certain que nous ayons aujourd’hui complétement, compris
les raisons de cette déraisonnable efficacité de la logique en informatique.
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